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! 
(Total Least Squares, TLS) - #" /" /"/21 /!") .)21 
+"!" 1 3)"/. - /"! $/41 ! $" ")  
"1 #"44 /" /!").   *4  5- /"/" 
!$- ! 1  /!" "1 +! 0)+ "  " /"" $5$-  " - 
.)2/ "+"!" / ! #)/. 
 *4 /+-  /"" - #" /" +"!" 1 /!") 
 $"+  - !-/  $5$-  " "  !" " +! (Kupferer, 2005, Schaffrin, 
2006).  *4  " .$$- - #- )+,4 TLS +"!" / 
3)"// -  / )- )*"4 "0"4 $" -2- .)2- 2    
/",- 3- ")   ! (".-) /""4).  3  "   +), 
-/"  "0"4 !3$"1 /"/ !"/.#$" 0"" /#" /!") 
  +-)" "!  .$"  - "0"4   - //.#$" Lagrange-
" (-#$" #5 (Euler- Lagrange-  -). 
 - ! " "." .  - ) 2 (!#) /"4) 
/!") - "04- +"!" 1 .!,  "3 Gauss-Helmert- /!") $/" 
 " ," /+- "0 3)"/ " /"/ TLS. ,",  *" 
 -  . .)2 3)# TLS /!")  ) 2 (1/ "! 2) 
  "*  !  /!") $ -2-$- .)2" $ "   
/",- 3- ")#$- 2) 0"" /#" /!"). "! +, !"  - 
(/-)" . #"- 2  !  2-4" ( 1 /# #" 
/" /!")   "#$ (, ".!-)) ".-) /""4  
2) /#" /!"). 
  " 2 +"!"  3)"/ )  $" /" TLS - 
"04- +"!" 1 .!. 
*+, , : "/2 /!")4", Gauss-Markov-5" /!"), Gauss-
Helmert- /!"), - /"! $/41 ! (Total Least Squares, TLS).  
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TOTAL LEAST SQARES METHOD FOR SOLVING GEODETIC 
TASKS 
ABSTRACT 
A doctoral thesis deals with the application of Total Least Squares (TLS) techniques for 
parameters estimation of mathematical models for various geodetic problems. Total 
Least Squares is a relatively new technique of parameters model estimation. The first 
research in the field of mathematics dating from the early eighties and the first 
applications appeared in various nongeodetic disciplines. 
Studies on possibility of applications in the parameters estimation of geodetic models 
are of later date, there are about ten years ago (Kupferer, 2005 Schaffrin, 2006). 
Research is developing towards adjustment TLS geodetic problems in the sense finding 
a solution that include different accuracy and mutual correlation of data (measurement 
results). In order to achieve this, rather than solutions obtained by decomposition of the 
extended matrix model on the singular values (SVD), solutions based on the 
minimization of Lagrange's objective function (Euler-Lagrange's method) are 
developed. 
In the scope of the doctoral thesis, classical (traditional applied) geodetic models are 
presented, especially Gauss-Helmert's model by which the problems treated by TLS 
tchniques can also be solved. Also, various forms TLS models are explored and 
presented, from classic (homoskedastic) TLS models to weighted TLS models or 
models that include different variances as well as mutual correlation between members 
of the extended matrix model. In addition, the formulas for the accuracy assessment and 
cofactor matrices computation for parameters model estimate, correctinons of the 
measurement results and correctinons of the matrix model members are developed. 
The applicatins of TLS for sovnig geodetic tasks are illustrated on the three 
characteristic cases. 
Key words: Mathematic modelling, Gauss-Markov model, Gauss-Helmert model, Total 
Least Squares (TLS). 
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1. 	 
M"/2 /!") "! 5     "/ !  $" ")+  " 
0"4"/ /"/21 #"  $".. #"  .$ /"/2+ 
/!") .  " /"/2 /!")4". "/2 /!")  "  " - 
!/ -/ ((., 3)+$, +"-", /""")+$), *"4" / 
-/ (/$-" " -", "02 )+"#$)   -  #$)/ 
-/ ("/$,  1)+$,  #)+$, )2" -"). "/2 
/!") 32  "   $" ! ")#$  /"51 ($3)). ")#$"  " 
 -$- "/  0  - )+"3  ", (-#$", !(""#$) 
" . . !. /"5" "! 5$- /""   "/ $" $" "3 
#" (().  
#"  #"" /" /"!") /*"  " -+)/ "!  . 2" 
/.# 3)"/ (Zhengyou, 1997): 
− $  '+%: .3 $35" (-#$" $  " /.-$" (//.-$" ) 
/ /.-$"), 
− /3 #3: .3 $35"+ /"! /.#$" .3" (-#$", 
−  -': /) /)"/"#$ .3+ /"! . !3$4" $35" 
#"" /" /!"), 
− %" 3: !""/ 4" (-,4") /"/2+ /!") $ $35" 
 -$"   "/ - - $"+  - .0" /""4 -5-2-$- /!") +"0. 
!#) +"!"  .!   $  " ! /""4  .!" "!  
."/5" 0, -+)/ . /"/2" /!")".   - !5+ 3$ 
/""4 /+-  " (/   "/ $"!2  #" /" /"/2+ 
/!"). 
3./ ! $" 3$ .0"1 /""4 32 " ! 3$ "1!1 
/" /!"),  ".-) !3$$-  " "!","   "/ $"!2 
!    "/ $"!2   "3$/ /""4/.   /4" 
"0"4 1 "!","1   "/    " /"! $/41 ! (Least 
squares, LS) $  - .) C. F. Gauss, A. M. Legendre  A. Markov - 
!""" / "-. "/2 +"!" F. R. Helmert ! $" ," .2$ !  
"$ $/41 ! (Helmert, 1907). Gauss-Helmert- /!") $" " 
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$0 -" $)+!5$ "1 . #"44" /" - - 
")"1 /"/21 /!"). 
3)"/ #"" /" /!")  $" .3+ "3" !  " #""  " 
"!  5-21 /" /"/21 /!") $  " " /+- ./" 
!". "/ /" /"  "  - ")2 $"  - /"5"  $"  - - 
!"$ /"/2$ ".   /"/ /!"). )  - " /"/2" 
"." ")"", /+-  "   +!" /"/2" "1" (. . Taylor-
 )".#$) . 41 .4" - )"$ (/. 
",-/, -" " 4" "! 5 !"  /"4"1 
/"/21 ")#$ ./",- /" /!")  /""1 ")2. 
" 
")#$" 2"   - ."  /"   "3 "+ "*" ! (/$-  )- ("/" 
")+  " - $"!/ "+)"!/  3!/ /"/2/ /!")-. "/ 
/" -"  $" " 4" ! )  -   -#$ +! 3-1"  
/!"). "/ () ($ /"! $/41 ! ")#$" ./",- 
" /" /!") x   ".-) /""4 l  /*"  " . - (/ 
Axl ≈ . (1.1) 
 3)*  .). . 24"#" !  " /""" ")2" ! " 
/+- !"!  )- 2 .3+ 2"+ "1/+"   "/ (1.1) "/ 
. " "0"4".  #5- )*"4 "0"4,  -  " /!(#$ 
" ".-) /""4 0  "  / ! $"  """ +"0/ /""4 
Axvl =+ , (1.2)  
+!" $" " l  !"5"  !" /",- 3 +)" /"" ( )TAv N∈   
( )AAx S∈  +!"  - ( )⋅S   ( )⋅N  "   )  -)   
/#", " ". # A ,   !-+"  ", - /"/2$ ". ./",- 
" /" /!")  ".-) /""4 l ,  /  "  /  $" 
!)* /!(#$/.  
) $" /# /!") A  "   "!,  " 4" /!(#$, - 
/"/2$ )"-, -/"  ) 2+ "!)*" $" - /"! 
$/41 ! (Total Least Squares, TLS), (Björck, 1996). "!  /" 
$  ) .)- ./",- ) 2+ /"! $/41 ! (Least Squares, 
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LS)  -+ /"! $/41 ! (Total Least Squares, TLS) . $" - 
Van Huffel  Vandervalle, (1991). " $" ! /"/2 /!") 
xy =
, (1.3)  
 " $" .0" n /""4 ")2 ix   iy , ni ,,1 L= . )  " ."/" 
+"0" - /""4/ x   /" /"! $/41 ! !  )"! (-#$ 
#5 
( ) minˆ
1
2
1
2 →−=∑∑
==
n
i
ii
n
i
y yaxv i
, (1.4)  
 #" . /"   () 1.1) 
∑
∑
=
=
=
n
i i
n
i ii
x
yx

1
2
1
ˆ
. (1.5)  
 
 " $ 1.1. "0"4"  /"!- $/41 ! ."/4"/  
+"0 /""4 ")2" x  
)  " /!")/ 3-1" +"0" /""4 ")2" x   ."/" +"0" 
/""4 ")2" y , -./$- - 3. yx 1−= , (-#$ #5  $" 
( ) minˆ
1
21
1
2 →−=∑∑
=
−
=
n
i
ii
n
i
x xyav i
, (1.6)  
  " . #"- /"   !3$ () 1.1) 
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∑
∑
=
=
=
m
i ii
m
i i
yx
y
a
1
1
2
ˆ
, (1.7) 
 
 " $ 1.2. "0"4"  -/ /"!- $/41 ! 
."/4"/ +"0 /""4 ")2" y  
)  " /!")/ 3-1" +"0" /""4 - 3" /"5", /) #" 
. /"   !3$  " .3/ " )$"  ! +)  $4 ! 
 " 2" ( )ii yx ,  ! " 3-!- 0 $" /+-" /4, !  (-#$ #5 
+)  () 1.3) 
 
 " $ 1.3. 
+) "+" $ 3-14"/ +"0 /""4 -  
3" /"5", x   y  
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( ) ( ) minˆ1ˆ 12
1
2
→+−
−
=
∑ aaxy
n
i
ii
. (1.8)  
"0"4 . .$-- - )$-  -/ /"!- $/41 ! 
!  - - Golub  van Loan, (1989), Björck, (1996)  Felus  Schaffrin, (2003).  
!")   " / /#/ !.$ (/#/ /!")) .  - - 
)"-  /!")   +"0/ - /"5/ ")2/ (Error in 
Variables Models, EIV) . . (Gleser, 1981). O /!") .-2  - $0 - 
Adcock, (1877)    * /+ - ! !  5- /"/2" 
  " (Markovsky  van Huffel, 2007).  
!" 1980 Golub G. H.  Loan, C. F. -")  - "/ - /"! $/41 
! (Total Least Squares, TLS) . #"- /" - EIV /!")/, +!"  " 
" 5 ! +"0" ".-) /""4 l   2) /#" /!") A  /$- 
". "  !"2"  !")". !") $ -!" - " - .$- 
 " ) 2 EIV /!")   - #"" /" /!") ) 2 
(""* ) TLS (Snow, 2012).  - 4/, /!") $ " 5$- 
.)2"  ""-) ") "  !")" +"0 ".-) /""4 l   
2) /#" /!") A , !"(0-  "  "*  EIV /!") !  
 - #"" /" /!")  "*  TLS (Weigted Total Least Squares, 
WTLS). 
) 2 (""* ) TLS 3)"/, $ !.-/" $"!" "*" ".-) 
/""4 l   2) /#" /!") A , 32 / $"! " "0"4" $"  " 
/*"  !"/.#$/ 0"" /#" /!") [ ]lA    +-)" 
"!  (Singular Value Decomposition, SVD) (. . Golub  van Loan, 1980, Van 
Huffel  Vandewalle, 1991). ) 2 (""* ) TLS   "" /+-  
/"" - "04- +"!" 1 .! ."  - - (Kupferer, 2005) +!" $" 
"0"4" !"(    /#$ /#/ *"+ +.  

0$ "0"4 $ -2-$- " +"0   ")   ".-) 
/""4 ! -  - !  " 0" -.  -0" (+"").) 
TLS (Generalized TLS, GTLS, (Van Huffel  Vandewalle, 1991) !.-/" !  - 
".!-) ")"/" 0"" /#" /!") [ ]lA    / ".  ) 
6 
 
")  --     !"2/ $#/ /#/. " - 
(. . Schaffrin  Wieser, 2008) .$- + ")3  TLS (Equilibrated TLS, 
ETLS). 
0 +"")$  - " 5 !  - ")"/" 0"" /#" 
/!") [ ]lA  ".  )   .)2/ $ / (Markovsky  !., 2006) 
.   ")"/" .  " TLS   .)2/ "*/   / 2)- !  
")"/"- (Element-wise-weighted TLS, EW-TLS). 
  )"!41 ") +! -3) $" ") 3$  *4 - 3)  
TLS #" - #5- "04 +"!" 1 .!  2"/-  " /+- .) 
!    - - "04- TLS 3)"/. "!  -  " .   
!"/.#$ 0"" /#" /!") [ ]lA    +-)" "!  
(Singular Value Decomposition, SVD, Teunissen, 1988, Felus, 2004, Kupferer, 2005, 
Akyilmaz, 2007, Schaffrin  Felus, 2008, Lampe, 2010). -+  - !.-/" 
"4" TLS  - )5"+ /.#+ 3)"/ //.#$" 
0"4"/ Euler-Lagrange-" (-#$" #5 -. .)2" " +2"4 
0  $#" /#" ")"/" 0"" /#" /!") [ ]lA  
(Felus and Burtch, 2009, Schaffrin  Felus, 2008, Schaffin  Wieser, 2008, Schaffrin  
Wieser, 2009, Amiri-Simkooei  Jazaeri, 2012, Shen  !., 2011). 
$0$" "0"4" $" !.5 ")#$- ./",- ")"/" /#" /!") 
 " ".-) /""4 !  --  /"2- . !"(- 
$#- /#- 0"" /#" /!") [ ]lA  . $" -  $$ 
! $ ! "#$ Fang, (2011).  (/ !"2 )+/ "!)* 
$", - ". /  *4-, Mahboub, (2012)   .)/ 0 Mahboub- 
)+/ " "!, ")#$- ./",- ")"/" /#" /!") A   " 
".-) /""4 l . 
"0"4 $ !.5$-  +-)- $#- /#- 0"" /#" 
/!") [ ]lA  !  - -  *4/ Snow, (2012)   Schaffrin, Snow  
Neitzel (2014). 
",-/, - "/ !/ (. . Neitzel  Petrovic, 2008, Neitzel, 2010, Schaffrin 
 Snow, 2010) . $" !  " ) 2 TLS   "*  TLS 3)"/ /+- 
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"0 /"/ ")"+ Gauss-Helmert-+ /!")  "/ 
)+/- $ $" "!)* Pope, (1972)  /"  " /+- .3" “./"” !  
"+"#$  +"0/ "0"4-. 
 $" .)+ !  " !  " "1 - 
TLS  - "  / / /"!/ .4 "  "#$)/  )-2$"/, 
! , / 2/ (/-)#$" LS /!")   " / /#/ 
!.$. 

 !  ! "#$ 3  " "("/ /"" TLS /!") - "04- 
.)21 +"!" 1 .!,  2"/- $"  "3 *4  "" #" 
2  ".-) .4. 
 "#$ $" +. - 0"  +)5.  -!/ +)5- "! 5" 
$" !"(#$ 3)"/   1)+$ ! !041 ".-)  *4 - 
$ 3) . 
-+ +)5"  !*   "#)1 /!") - "04- +"!" 1 
3)"/, !  /!") $ !.-/"$-  - ("/"5-) 
/#- /!").  
 ""/ +)5- . $" !"(#$ ) 2+ (""* +) TLS /!") 
 "! 5" "0"4 /"/ !"/.#$" 0"" /#" /!")  
 +-)e "!  (SVD)   Euler-Lagrange-/  -/. . $" 
," TLS /!")   ( / )/   TLS /!")   - )/ +2"4. 
."!""  - (/-)" . #"- 2  /" /!")   .1 
"!  ".-) /""4. 
'" +)5"  "" $" "* / TLS /!")/ (WTLS).  je 
!"(#$ WTLS  "! 5" "0"4 /"/ !"/.#$" 0"" 
/#" /!")   +-)e "!  (SVD)   .)2 " 
 -# ."!" Euler-Lagrange-/  -/. ."!""  - (/-)" . 
2-4" ( 1 /# #"4"1 /" /!"), "  
".-) /""4   /#"  2) /#" /!"). 
 "/ +)5- !  - -/"2 /" /"" TLS /!"), ) 21  
"* 1 - "04- .)21 +"!" 1 3)"/ -5-2-$- +)- 
"+" $-, (4" )$  0  "/$ - (!-/ -)  (/#$- 
!.  *) , !# $  -  )-*) . 2-4" -/"21 /" 
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3)  - "3/ ! 3  " .) - !-, - 0/$ (/. 
 !# 
/+-  " !3 ! -, -"/ e-mail-, .1"/  !" - popovic@grf.bg.ac.rs. 
9"  +)5"  !*  *"  +-1 ".-), .5-2 ./4  
"-" . !5  *4.  
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2. 
 	  	( 
 / +)5- 3" - "! 5" !#) /"4 
(-32$")  -# /"/2+ /!")4 - +"!".$ - #5- 41+ 
-","4   TLS  -/. ! -32$"/ ("#)/)  -#/ 
/"/2+ /!")4 - +"!".$ !.-/"$-  ": 
− Gauss-Markov-5" /!"),   ) 3". - ) +2"4; 
− Gauss-Helmert- /!"),   ) 3". - ) +2"4; 
−  ) /!")  
− )#$. 
Gauss-Markov-5" /!") $" ") $"!  /!") $ !.-/" !  " 
  /"" ")2 /*" " )# ..  )" (-#$ 
/" /!"). !  $"  )-2$, /*"  "   Gauss-Helmert- 
/!") $  " /*"  / ! -/ Gauss-Markov-5"+ /!").  
 ) /!") "! 5 /"/2 ")" Gauss-Markov-5"/ /!")-. 

 /+--$" ") /- (/-)#$- ./+ 3)"/ $" . 
.)- ! Gauss-Markov-5"+ /!") " -5-2-$" /"" /!") "  / 
". "  $" .)." . /"/21 - ) $" /""" ")2" 
/$- /",- 3  -. "0 $", /",-/, 0  " / - 
3".3"! ! /"/2 - ), .   3)"/, 3-!- " 
(/-)   /",- 3 ". . 
 / .  )"!#- ! $" - ) /!") 
"!" $ . -/.#$- - ","4-   Gauss-Markov-5"/ /!")/ , 
.3+ +, / /)- /"- -  . 
!") )#$" /+--$" "  / .4" -5-2"1 ".-) /""4 " 
 +.4" ("!#$-) 1"21 /""4   ()#$- *2+ 
/"$). "/ /", $ /!") -! 0" /+-  "+ Gauss-Helmert- 
/!") ) $" /4" . -5" - 2/ /"/ 3./ ! "!#$  
()4" ! "04 "" +"!" 1 3)"/  - "1!. 
2.1. Gauss-Markov-*# %" 
)  Gauss-Markov-5"1 /!") (GMM) /*"  "  / ! -/ Gauss-
Helmert-1 /!").  $" )" /"/2 /!") $  "   $ ! 
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(-#)1   1 21 ")#$.  /2$ #$ Gauss-Markov-
5" /!") /  )"!"- (/- (Caspary W F, 1988) 
 
( )
( ) ( ) ( ) ,DD
,
)
2
0

ll QK000l
0Axl
Axl
σ====
+=
=
  (2.1) 
+!"  - 
− ( )⋅ , ( )⋅D  " /"/2+ 2"4  ! ".$", " ", 
− 
nℜ∈l , " ".-) /""4 (*4),  
− 
uℜ∈x , " /" /!"), 
− 
un×ℜ∈A , !""/ 2 /# /!")   -/ +/ )  
( ( ) u=Arank ) $ ""."-$" ")#$" ./",- /""1 ")2  
/" /!"),  
− 
nℜ∈0 , "  1 (21) +"0 ".-) /""4,  
− 
nn×ℜ∈lK , /# $   $  ($# /#) 
".-) /""4, 
− 
nn×ℜ∈lQ , (  /# ".-) /""4, 
− 
2
0σ , - $" "!  "(""" $ " ($2"0" 1). 
 3  " $ "$  /!") /" . #"- /" /!") . ")1 
! "3 + $" "(/-)  - 
 ( ) .ll QKl
Axvl
2
0D
,
σ==
=+
  (2.2) 
" 0v −=   -$" /!(#$" (", ".!-)") ".-) /""4 $" 
/$- . #5 !   "/ $"!2 (2.2) -2" . "/.  
) "  $ )" ". ./",- /" /!") x   /"/2+ 
2"4 " ".-) /""4 l  !  "   -$" .   "/ 
")"1 !(""#$3)1 $"!2 
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( ) ( )
( ).;
)
0 xxfvl
xfl
+=+
=
  (2.3) 
""/ 2 /# /!") 
  /*"  " ! !3 #$)/ 
!(""#4"/ (-#$" f  - ! -  x ,  
 
0

xx
f


∂
∂
= .  (2.4) 
!") )". - .#$ .2-1 (3)*1) "!  /" 
/!") 0x  /*"  " ! "!  ../ 
 
xAvl ;R =+ ,  (2.5) 
+!" $" 0
0
R )( llxfll −=−=  "!- " ".-) /""4 $  " - 
+"!" / /"/ 32 . “/"" - .2- (3)*)“, (. ., 
Xu, 2007) a 0; xxx −=  " 0$ /" /!"). 
"0"4"  /"!- $/41 ! (" #" 0$ /" 
/!")) .). . //.#$" Lagrange-" (-#$" #5 (. . 
1)  )" , 2008) 
min)()( R1TR1T →−∆−∆==Ω −− lxAQlxAvQv ll . (2.6) 
"1! - ) . )*"4" /// (-#$" #5 Ω  ! $" 
0lQAxAQA
x
ll
x
=−∆=
∆∂
Ω∂
−− :ˆ
2
1
R
1T1T
0
,  (2.7) 
! $" !5 - ) ! $" 
1
2
1
−
=
∂
Ω∂
lQ
vv
 . !"( /#. . (2.7) 
 )"! #" . " 0$ ".1 /"  
( ) R1T11Tˆ lQAAQAx ll −−−=∆  (2.8) 
  ( / /#/ #" ".1 /" 
( ) 11T
ˆ
−
−
= AQAQ lx . (2.9) 
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#"" " /""1 ")2 R
ˆl
   ".-) /""4 vˆ  !  e 
/+- "!  ../ 
,ˆ
,
ˆ
RGM
RGMR
lRv
lRl
⊥
−=
=
 (2.10) 
  " "/ ( / /#/ 
,
,
ˆ
T
GMGMˆ
T
ˆ
T
GMGMˆ
lllv
xll
QQRQRQ
AAQRQRQ
−==
==
⊥⊥
 (2.11) 
+!"  - 
nn×⊥ ℜ∈GMGM , RR  ! /",- 3 +) $" 
( )
.
,
1T
ˆGMGM
1T
ˆ
1T11T
GM
−⊥
−−
−
−
−=−=
==
lx
lxll
QAAQIRIR
QAAQQAAQAAR
nn
 (2.12) 
nI  $" $"!2 /# "! n . # GMR  . $"  “ /#” 
(hat matrix, Schaffrin, 1997) 3./ !  $"-$" " ".-) /""4 l  - 
" #" /""1 ")2, ( ) R0 ˆˆ lxfl += , +!" $" ( ) u=GMtr R . # ⊥GMR  
.  " /# -.!  (reliability matrix, Shan, 1989) ) /# 
 -0  (redundancy matrix, Schaffrin, 1997) +!" $" ( ) un −=⊥GMtr R .  /#- 
GMR     " $0 "/ /#  504" -.!  (external reliability) a 
. /#- 
⊥
GMR , /# --04" -.!  (internal reliability), (Caspary W 
F, 1988). 

#" "!  (-#$" #5 (2.6) ! $" 
RGM
1T
GM
T
RR
1T
R
1T )ˆ()ˆ(ˆˆˆ lRQRllxAQlxAvQv lll ⊥−⊥−− =−∆−∆==Ω , (2.13) 
 /*"  " .. 3". #"4"+ " /" /!") ! $" "/""  
$35 #" $ " $"!#" "*" 
2
0σˆ , 
( ) 120 ˆˆ −−Ω=σ un . (2.14) 
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 3" "/""  #" " /", " /""1 ")2  
"     "!4 ! +"0 " #"4"1 /" 
/+-  " "!  ../ 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )( )( ) .trˆˆEtrˆE
,EEˆE
,EˆEˆEˆE
,ˆE
ˆ
T2
GMRGM
RR
1T11T
x
ll
Qxxxxxx
00xARlRv
lxAxAxAl
xxAQAAQAx
=−−=−
−==∆−=−=
=∆=∆=∆=
∆=∆=∆
⊥⊥
−
−
−
 (2.15) 
2.2. Gauss-Markov-*# %" & +&"# %  ,3 
)  - /" Gauss-Markov-5"+ /!") !)* +2"4/ (- 
#5- "+-).#$"  +-)+ 3)"/ ) - #5-  # 4 .1 
")#$ ./",- /" /!")),  +2"4 /+-  " .. . q  
!(""#$3)1 $"!2 3) 
( ) 0Cxf =−C , (2.16) 
+!" qℜ∈C  /*" 3 "  )-2$1 ")2 ) .1  .  )" 
)".#$" - .#$ .2-1 (3)*1) "!  /" 
/!") 0x  "!","   "/ $"!2 (2.2) !-4" - )/ +2"4 
 $" 
CCC
CCR
C
;
xZvz
xAvl
z ∆=+
=+
,  (2.17) 
   1 2/  3/ ".!-) 
 





σ=











=





C
l
zz Q0
0Q
v
v
0
0
v
v 2
0
CC
CC
D, , (2.18) 
+!"  - Cx∆ , Cv   Czv " 0$ /" /!"),  ".-) 
/""4  - ), " "  
uq×ℜ∈
∂
∂
=
0
T
C
C
xx
fZ , ( ) q=Crank Z    ( )( ) qℜ∈−−= Cxfz 0CC . (2.19) 
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"0"4"  /"!- $/41 ! .). . //.#$" Lagrange-" 
(-#$" #5 (Cothren, 2005) 
( )
( ) ( )
( ) min,2
2
C
CC
CCC
CCC
T
C
1T
RC
1T
RC
CCC
T
C
1T1T
C
→−−∆−
−+−∆−∆=
=−−∆−+=Ω
−−
−−
z
zCzl
zzCzl
vzxZk
vQvlxAQlxA
vzxZkvQvvQv
  (2.20) 
+!" $" 
qℜ∈Ck  " Lagrange-1 /-)), !)"  )"!e "1! 
- ) //-/ (-#$" #5 CΩ  
0kZlQAxAQA
x
ll
x
=−−∆=
∆∂
Ω∂
−− :ˆˆ
2
1
C
T
CR
1T
C
1T
C 0
  (2.21) 
0vzxZ
k z
x
=++∆−=
∂
Ω∂
:ˆˆ
2
1
C
0
CCC
C
  (2.22) 
CC
1
ˆ:ˆˆ
2
1
CC
0C
kQv0kvQ
v
CzzC
x
z
−=⇒=+=
∂
Ω∂
−
  (2.23) 
5 - ) //-/  -  -4" 0  - Hessian /#" !-+1 .! 
(-#$" #5  "/ ".!-) 
1
2
1
−
=
∂
Ω∂
lQ
vv
  
1

CC
2
1
−
=
∂
Ω∂
C
zz
Q
vv
 
. !"(" /#". 
. (2.21) − (2.23)  )"!   "/ /)1 $"!2  






−
=




∆






−−
−
−−
C
R
1T
C
C
C
T
C
1T
ˆ
ˆ
z
lQA
k
x
QZ
ZAQA l
C
l
, (2.24) 
 "0"4" "!","+   "/ $"!2 (2.17).  $" " "!  - ) 
+2"4 C   , !  0QC → ,   "/ /)1 $"!2 (2.24) 
 $" 






−
=




∆






−
−
−−
C
R
1T
C
C
C
T
C
1T
ˆ
ˆ
z
lQA
k
x
0Z
ZAQA ll
. (2.25) 
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) /# /!") A  "/ - + ) !  ( ) u<Arank  (- 
+"!" / /"/ 32 .3+ "-" !"(#$" !-/), - ) 
+2"4 /$- 3  5"  ! $" ( ) ( ) u≥+ Crankrank ZA , !  ! 
/#"   "/ /)1 $"!2 (2.24)−(2.25) 3-!- "+-)".  
 $"  ( ) u=Arank , !   $" /# AQA l 1T −  "+-), ".$ 
/#"   "/ /)1 $"!2 (2.24)−(2.25) /+-  " ."  
 ""#$)   " . " Lagrange-1 /-)) !3$ 
( ) ( )
( ) ,
 ˆˆ
1T
CˆCˆ
CC
1T
CˆCC
C
−
−
+=
−∆+−=
Cxk
Cx
QZQZQ
zxZQZQZk
  (2.26) 
!  . 0QC → , 
( ) ( )
( ) ,
 ˆˆ
1T
CˆCˆ
CC
1T
CˆCC
C
−
−
=
−∆−=
ZQZQ
zxZZQZk
xk
x
  (2.27) 
+!"  - xˆ∆   xQ ˆ  #" " 0$ / /!")  4"+ 
" !" (  /# !3$"" - Gauss-Markov-5"/ /!")- 3". 
- ) +2"4,   - .. (2.8)  (2.9). 
 #"- " ".1 /" Gauss-Markov-5"+ /!")   - )/ 
+2"4 /*"  " !   
.
 ˆˆˆˆˆ
CCC
ˆˆˆCˆ
T
Cˆˆˆ
CC
T
CˆC
xxxkxxx
x
QQQZQZQQQ
xxkZQxx
δ−=−=
δ+∆=+∆=∆
  (2.28) 

#"" "!-+ " /""1 ")2   ".-) /""4  
- ) +2"4 !  -  
CCC
CC
CRR
ˆˆ
ˆˆˆ
,ˆ
ˆˆ
C
C
zxZv
xAvv
xAll
z −∆=
δ+=
δ−=
 (2.29) 
  ( / /#/ 
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( ) ,

,
11
C
T
CˆC
1
C
1
Cˆ
T
ˆˆˆ
T
ˆˆˆ
C
CC
CC
−
−−−
δ
δ
+=
+=
−=
QZQZQQQ
AAQQQ
AAQQQ
xv
xvv
xll
z
 (2.30) 
" ". ) 0QC →  ! $" 0vz =Cˆ   0Q zv =Cˆ .  #"- "!  
(-#$" #5 (2.20) /*"  " !3 
( ) ( )CCˆTCCC ˆˆˆˆ C zxZQzxZ k −∆−∆+Ω=Ω , (2.31) 
a . #"- "(""" $ " 
( ) 1C20 ˆˆ C −+−Ω=σ qun . (2.32) 
  - (2.30) . /#e  504"  --04" -.!  (/#- 
 -0 ) Gauss-Markov-5"+ /!")   +2"4/ !3$  " 
,
,
1T
ˆGM
1
ˆGMC
1T
ˆGM
1
ˆGMC
CC
CC
−
δ
⊥−⊥
−
δ
−
+==
−==
lxlv
lxll
QAAQRQQR
QAAQRQQR
  (2.33) 
+!" $" ( ) ( )1
ˆGMC C
trtr −+−= Cv QQR zqu   ( ) ( )1ˆGMC Ctrtr −⊥ −+−= Cv QQR zqun .  o#"" 
"!-+ " /""1 ")2   ".-) /""4 /*"  " ! 
,"    
.ˆ
ˆ
Cˆ
T
CˆRGMCC
Cˆ
T
CˆRGMCR
C
CC
zQZAQlRv
zQZAQlRl
kx
kx
+−=
+=
⊥
 (2.34) 
2.3. Gauss-Helmert-# %" 
Gauss-Markov-5" /!") !.-/" !  "   /"" ")2 /*" 
" )# ..  )" (-#$ /" /!"). )  $" 
 )-2$ /"4-$"  " -0" /!") (Helmert, 1907) 
( )( )
( ) 0xxvlf
0xlf
=∆++
=
0
,
),
 (2.35) 
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! , ". ./",- /"/2+ 2"4 " ".-) /""4  
/" /!")  -$"  " .   "/ !(""#$3)1 $"!2. O$ 
/!") .  " Gauss-Helmert- /!") (GHM), !  " $0  " . 
- ) .4"   "./ /"/ (", 2005, 1)  
)" , 2008, Grafarend  Awange, 2012) ) . "! .4" (Wolf, 
1968). 
3$"" /#" (/#" /!")) - ! -  /"" /!")  /""" 
")2" /+-  " !3 ../ 
00 ,
T
xlx
f


∂
∂
=   
00 ,
T
xll
fB
∂
∂
=
 , 
(2.36) 
+!" $" 
~
0 0ll −=  " #$)1 "!  /""1 ")2 +!" 
~
0  
"! 5  )-2$ -) " ("  "-!-*4)   !+$-/ 
3$"/ 2), "/ #$ - Harville, (1977). 
/"  "  *" !  " " 
0l  /*" "  !""/ 2,  !  - 3$"" /#" /!") 
  
 B  " )-2$". # ur×ℜ∈A  / - + ) ( ( ) u=
rank ), ! 
/# nr×ℜ∈B  / - +   ( ( ) r=Brank ), +!" $" r  3$ - )1 
$"!2. 
!")  " ! /*"    )" ()".) GHM 
( ) ,D,)(E
,
2
0 ll QKl0v
0wBvxA
σ===
=++∆
 (2.37)
 
+!" $" ( )0,xlfw =    (/ /#/ BBQQ lw = . "0"4"  /"!- 
$/41 ! .). . //.#$" Lagrange-" (-#$" #5 (. 
. 1)  )" , 2008) 
( ) min2 T1T →++∆−=Ω − wBvxAkvQv l  , (2.38) 
!)"  )"!e "1! - ) //-/ (-#$" #5 Ω  
kBQv0kBvQ
v
ll
lx
ˆ
ˆ:ˆˆ
2
1 TT1
, 00
=⇒=−=
∆∂
Ω∂
−
,  (2.39) 
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0wvBxA
k lx
=−−∆−=
∂
Ω∂
:ˆˆ
2
1
00 ,
,  (2.40) 
0kA
x lx
=−=
∆∂
Ω∂
:ˆ
2
1 T
, 00
.  (2.41) 
5a - ) //-/ je  -4" 0 je 1
2
1
−
=
∂
Ω∂
lQ
vv
 . 
!"(a /#a. 
  - (2.39)−(2.40) /*"  " !3  
( ) ( ) ( ),ˆˆˆ -11 wxAQwxABBQk wl +∆−=+∆−= −  (2.42) 
! . (2.41)−(2.42)  )"! #" " 0$ ".1 /"  
( ) wQAAQAx ww 1-11-ˆ −−=∆ , (2.43) 
  " !"/ ( / /#/ 
( )
.
,
1-
ˆ
1-1-
ˆ
11-
ˆ
wxwwk
wx
QAAQQQQ
AQAQ
−=
=
−
 (2.44) 

#"" " /""1 ")2   ".-) /""4 !  - 
,ˆ
ˆ
,
ˆ
ˆ

vll
kBQv l
+=
=
  (2.45) 
  
( ) .
,
GHˆ

ˆˆ
GHˆ

ˆ
llklvll
llklv
QRQBQBQIQQQ
QRBQQBQQ
=−=−=
==
⊥
n
  (2.46) 
  - (2.46) . /#e  504"  --04" -.!  (/#- 
 -0 ) nn×⊥ ℜ∈GHGH, RR , Gauss-Helmert-o+ /!")  )"! 
,
,
ˆ

GH
ˆ

GH
BQBQR
BQBQIR
kl
kl
=
−=
⊥
n
  (2.47) 
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+!" $" ( ) u=GHtr R   ( ) un −=⊥GHtr R . 

#"" "!  (-#$" #5 (2.38)  $ " $"!#" "*" !  - 
( ) .ˆˆ
ˆˆˆˆ
12
0
1T1T1T
−
−−−
−Ω=σ
∆+==Ω
ur
xAQwwQwvQv wwl
  (2.48) 
  )-2$- ")"  (-#$" ( ) 0xxvlf =∆++ 0,  #"" /" /!") xˆ  
 " /""1 ")2 lˆ   "  "  2"" "!  . )*"4" 
"0"4 Gauss-Newton-/ "/  -/   " -./ 
( )
( )
,
ˆ
,ˆ
~
1
0
~
1
0
0ll
0xx
−=
−=
  (2.49) 
!  - i -$ "#$, 
( ) ( )
~
1
0 ˆ 0xx −= −ii , ( ) ( )
~
1
0
ˆ 0ll −= −ii ,  (2.50) 
( )
( ) ( )ii
i
00 ,
T
xlx
f


∂
∂
= , 
( )
( ) ( )ii
i
00 ,
T
xll
fB
∂
∂
=
  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )iiiii 000 , llBxlfw −+= . 

#"" /" /!") ( )ixˆ   "!  /""1 ")2 ( )ilˆ  !3$$-  ", - i -
$ "#$,  (Koch, 2014) 
( ) ( ) ( )
( ) ( )
.ˆ
ˆ
,ˆˆ
1
0
ii
iii
vll
xxx
+=
∆+= −
  (2.51) 
"$-/ . .0" "+  - /*" 3  
( ) ( )
,ˆ 0 ε<−
ii xx  (2.52) 
+!" $" ε  - $" (!5 /)) "!  )   - - ) 
( ) ( )( ) 0xlf =ii ˆ,ˆ , (2.53) 
 -4"   !5/ 20-. 
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")" Gauss-Helmert-o /!") /*" - ." /  / )- 3 ".+! . 
.2-4" , -  )-2$- ")+ *-4 ./",- "#$, 
"+  +"0/ "0"4-. . "  - -  )!- $" 
  "-/ $" $" !"(  Pope, (1972) - #5- .3"+4 ." 1 
“./“ !  ,"4 "+  - - "04- ")"+ 3)"/, 
!  "+"#$"  +"0/ "0"4-. 
 " "-" ! 
 ,"4 "+ .4 - "04- ")"+ 3)"/ $" $" 
!"(  Pope, (1972)  -: 
1. "(#$" (2)) /# /!"), - i -$ "#$, ( )i
   ( )iB  /$- 
 " 2- . $*-$" ." "!  .  " /"" /!")   " 
/""" ")2"; 
2. " ( )iw  " / 3". / (/- ( )( )i0,xlf   / - $ "#$ 
 , - "/  )-2$"/, /*" 3 !5 !3  /#$; 
3.  0"/  )-2$- !-+ 2) .. ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )iiiii 000 ,: llBxlfw −+=  -/"2  " 
" +-3  
4. " ( )i0x   
( )i
0l *-$-  " .)2. " 
( )i
0x  *-  "  0  " 
#" ( )ixˆ∆  !!$"  "!  ( )10
−ix  . "1!" "#$"  ! ("" ) 
!-./  )-2$ -) ", !  " " 
( )i
0l  *-  0  "  
" ".-) /""4 l  !!$" $*-$ "!  #"  ( )ivˆ  
(  " ! !-./  )-2$ -) ",  3 2) " ( )i0l  /+) 
3 "   "). 
2.4. Gauss-Helmert-# %" & +&"# %  ,3 
 ) +2"4   "/ $"!2 (2.35),  )2 Gauss-Markov-5"/ 
/!")-, /+-  " .. . q  !(""#$3)1 $"!2 (2.16).  )" 
)".#$" - .#$ .2-1 (3)*1) "!  /" 
/!") 0x   /""1 ")2 0l  "!","   "/ $"!2 (2.37) !-4" 
- )/ +2"4  $" 
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( ) ,
,
CCCC
CC
0vzxZ
0wBvxA
z =+−∆
=++∆
 (2.54) 
   1 2/  3/ ".!-) 
 





σ=











=





C
l
zz Q0
0Q
v
v
0
0
v
v 2
0
CC
CC
D, , (2.55) 
+!"  - Cx∆ , Cv   Czv " 0$ /" /!"),  ".-) 
/""4  - ), " ". 3$"" /#" 
   B  !"  - ../ (2.36) 
 /# CZ   " Cz , . - )" +2"4, ../ (2.19). 
/$- - !- (2.23), Lagrange- (-#$" #5 /*"  "   - 3)- 
(Heiker, 2013), 
( )
( ) ,min2
2
C
T
CCCC
T
C
CC
T
C
1T
CC
→−−∆−
−++∆−=Ω −
kQkzxZk
wBvxAkvQv
C
l
 (2.56) 
+!"  - rℜ∈k   qℜ∈Ck  " Lagrange-1 /-)) . $"!2" 
Gauss-Helmert-+ /!")  $"!2" - ) +2"4 " ". 
"1! - ) . )*"4" //-/ Lagrange-" (-#$" #5 !  - 
kBQv0kBvQ
v
ll
lx
ˆ
ˆ:ˆˆ
2
1 T
C
T
C
1
,C
C
00
=⇒=−=
∆∂
Ω∂
−
,  (2.57) 
C
T
C
T
C
T
C
T
,C
C ˆˆ:ˆˆ
2
1
00
kZkA0kZkA
x lx
−=⇒=−−=
∆∂
Ω∂
,  (2.58) 
0wvBxA
k lx
=−−∆−=
∂
Ω∂
:ˆˆ
2
1
CC
,
C
00
,  (2.59) 
0zkQxZ
k lx
=+−∆−=
∂
Ω∂
:ˆˆ
2
1
CCCCC
,C
C
00
.  (2.60) 
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5 - ) //-/  -  -4" 0  - 
1

CC
2
1
−
=
∂
Ω∂
lQ
vv
   
1

CC
2
1
−
=
∂
Ω∂
C
zz
Q
vv
 . !"(" /#". 
  - (2.57) − (2.60), /*"  " !3   "/ /)1 $"!2  






−
=




∆






−−
−
−−
C
1T
C
C
C
T
C
1T
ˆ
ˆ
z
wQA
k
x
QZ
ZAQA w
C
w
,  (2.61) 
 "0"4" "!","+ (overdetermined)   "/ $"!2 (2.54).  $" " 
"!  - ) +2"4 C   , !  0QC → ,   "/ /)1 
$"!2 (2.61)  $" 








=







∆







 −−
C
1T
C
C
C
T
C
1T
ˆ
ˆ
z
wQA
k
x
0Z
ZAQA ww
 .  (2.62) 
 "/ /)1 $"!2 (2.61) !  (2.62) )2"  "0"4" Gauss-
Markov-5"+ /!")   - )/ +2"4 (2.24) !  (2.25).   , 
  Gauss-Helmert- /!") /*"  "  (/  - Gauss-Markov-5" 
/!"), +!"  " " ". "  (! -4) - )1 $"!2 Gauss-
Helmert-+ /!") w  "   (/  " *4   
( / /#/ wQ . " Bv  "  "   (/  " 
 (".!-)) ".-) /""4. 
 $" /# AQA w1T −  "+-), ".$ /#"   "/ /)1 
$"!2 (2.61), (2.62) /*"  " ."   ""#$)   " . "0"4 Gauss-
Helmert-+ /!")   - )/ +2"4  " !"" ( " 
/#" !3$$- .. !"2 ../ (2.26) ! (2.30), +!"  -  ! xˆ∆   xQ ˆ  
#" " 0$ / /!")  4"+ " !" 
(  /# !3$"" . Gauss-Helmert-o+ /!") 3". - ) 
+2"4. 

#" "!  (-#$" #5 (2.56)  $ " $"!#" "*" !  - 
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( ) .ˆˆ
ˆˆˆˆˆ
1
C
2
0
C
1TT
CC
1T
CC
−
−−
+−Ω=σ
==Ω
qur
vBQBvvQv wl
  (2.63) 
)+ ../ (2.33) . /#e  504"  --04" -.!  
(/#-  -0 ) Gauss-Helmert-+ /!")   - )/ +2"4 /*" 
 " !3 
,
,
1T
ˆGHGHC
1T
ˆGHGHC
C
C
−
δ
⊥⊥
−
δ
+=
−=
lx
lx
QAAQRR
QAAQRR
  (2.64) 
+!" $" ( ) ( )1
ˆGHC C
trtr −+−= Cv QQR zqu   ( ) ( )1ˆGHC Ctrtr −⊥ −+−= Cv QQR zqun .  
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3. 	 
 
 
 	(

  

!  	 

 
	

 
 /"/2$   # ! /!")/   " / /#/ !.$ 
(Error In Variables models, EIV) !.-/"$-  " "+"  /!") $ 
-2-$- +"0" /""4 - ".  /"5/ ")2/ /!") 
("+" /).  
 - 4/,  !! "+"  /!") ."/-$- ""-)" +"0" 
/""4 ". 1 /"51 ("+" ), !  !.-/"$- !  - 
41" "!   )- 2" !  " /!")/ 3-1$-  / +"0" 
/""4 . 1 /"51 (!+).  
3.1. "& ,  (4 &$ ) 55+  % '%3 ) $# + IV  
 %" %  
 $" ! /"/2 /!") - 3)- "!","+   "/ )"1 
$"!2 
lAx ≈ ,  (3.1) 
+!" $" un×ℜ∈A  /# /!"), nℜ∈l  " ".-) /""4, ( )Arank=> un   
  $ " vll ˆˆ +=   !  
minˆ
2
→− ll ,   ( )Al R∈ˆ ,  (3.2) 
+!" $" 2⋅  " "-)! " /" "  ( )AR    ) /#" A , 
!   x  $" $" "0"4"   "/ $"!2 lAx ˆ=  "! 5 "0"4"  
(""* /) /"!- $/41 !. " nℜ∈vˆ , - /  )-2$-,  !* 
"#$" (", ".!-)") ")"/" " l  .2-"  /"!- 
$/41 !. 
) . "!","   "/ $"!2 (3.1)  $ /#  
 [ ] [ ] ( )1ˆˆˆˆ +×ℜ∈++= unlA vlVAlA ,  (3.3) 
 !  
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 [ ] [ ] minˆˆ
F
→− lAlA    ( )Al ˆˆ R∈ ,  (3.4) 
+!" $" F⋅  " Frobenius-" /" /#" ( ( )HHH TF tr= ), !   x  
$" $" "0"4"   "/ $"!2 lxA ˆˆ =  "! 5 "0"4"  -/ 
() 2/, ""* /) /"!- $/41 ! (Total Least Squares, TLS). 
# 
un×ℜ∈AVˆ   !* "#$" (") ")"/" /#" A    "/ 
$"!2 (3.1) (/#" /!")), ! " nℜ∈lvˆ   !* "#$" ")"/" 
" l , .2-"  -/ /"!- $/41 !. 
3- “) 2” ) “""* ” - )"-  " 32   .  )-2$ 
$ !.-/" ! AV   lv  /$- ". "  !"2"  !")"  ! 
 $ $"! " "0"4". "0"4"  " /*"  "!-#$/ + 0"" 
/#" /!") [ ]lA  (Golub and Van Loan, 1980, Kupferer, 2005) ) Euler-
Lagrange-/  -/ (Schaffrin  Felus, 2005, Schaffrin, 2006). 
3.1.1 63 $%5- / '% 56  % / %" 
      & +" #&  
.2-4" "0"4  -/ /"!- $/41 ! /*"  "  
!"/.#$/ 0"" /#" /!") [ ]lA    +-)" "!  
(Golub and Van Loan, 1980). "!","   "/ (3.1) /*"  " "-"! -  
 
[ ] 0xlA ≈





−1
.  (3.5) 
"/.#$ /#" [ ]lA    +-)" "!  /*"  " ! 
"!  ../ 
 
[ ] TUSVlA = ,  (3.6) 
+!"  - [ ] nnn ×ℜ∈= uuU L,1   [ ] ( ) ( )1111, +×++ ℜ∈= uuuvvV L  +)" 
/#"  ( ) ( )111 ,,diag +×+ ℜ∈ζζ= unuLS  !$+) /#  +-)1 
"!  /#" [ ]lA   011 ≥ζ≥≥ζ +uL . 
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 ) .  $4"  $"! "  TLS "0"4 .   "/ (3.1)  - (Kupferer, 
2005, Markovsky  Van Huffel, 2007): 
1. TLS "0"4"  $    /  $" ")"/" /#" V , 01,1 ≠++ uuv   
2. TLS "0"4" $" $"! "    /  $" 1+ζ≠ζ uu . 
)" - ) .  $4"  $"! "  TLS "0"4 /*"  "   
 1+ζ>γ uu , +!" $" uγ  $/4  +-) "!  /#" AA  (Van Huffel 
Vandewalle, 1991) ) "0"4" $" $"! " 3)"/  " 32 . 
"+""2 TLS 3)"/.   - - )  $4  $"! "  "0"4 
.!5", ! $" TLS "0"4" 
 
[ ] T1ˆˆ VSUlA =  ,  (3.7) 
+!" $" ( )0,,,diag 211 uζζζ= LS .
 
"0"4" $" ," 0"4"/ Eckart-Young-Mirsky ""/" (Eckart and Young, 
1936, Mirsky, 1960) "!-4"/ . $"! + 0"" /#" /!") [ ]lA  
 / //)- /-, !  
  
[ ] [ ] 1Fˆˆ +ζ=− ulAlA .  (3.8) 

3./ ! $" V  +) /# !  0T =ji vv , .   Vv∈     
ji ≠ , /*"  "   (Kupferer, 2005)
  
 
[ ] [ ] 0xlAvlA =





−
=+ 1
ˆˆˆˆ
1u ,  (3.9) 
!  TLS #"a /" /!") (3.1) !3$  "  )" -./"4 " 
1+uv   )"!4/ /"/ 1,1 ++ uuv , ! 3  " !3) "!  −1 
 










−=
+
+
++
1,
1,1
1,1
1
:ˆ
uu
u
uu
v
v
v
Mx .  (3.10) 

#" /#" ".!-) "(#$" /!")  ".-) /""4 ! $" 
28 
 
 [ ] [ ] [ ] T 111TT1ˆˆˆˆ +++ζ−=−=−= uuu vuVSUVSUl
l
vV lA .  (3.11) 

3./ ! $" 





−1
xˆ
  +-) " /#" [ ] [ ]lAlA  ,  !"(#$, 
/*"  "   
 





−
ζ=





−






+ 1
ˆ
1
ˆ 2
1TT
TT xx
llAl
lAAA
u
,  (3.12) 
  " . TLS #"- /" xˆ  ," /*" !3 
( ) lAIAAx T12 1Tˆ −+ζ−= uu ,  (3.13) 
+!" $" 1+ζu  $/4  +-) "!  0"" /#" /!") [ ]lA .  
  /- #"- ( " /#" " xˆ   #"- "(""" 
$ " /*"  " !3 (Kupferer, 2005) 
( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ,ˆˆˆˆˆ
ˆˆ1ˆ1
12
1
1TT2
0
T12
1
T2
2
12
1
T
ˆ
−
+
−
−
+
−
+
−ζ=−+=σ
+ζ−=+ζ−≈
unun u
uuuu
AAll
x
vvvv
xxIAAxIAAQ
   (3.14) 
+!" $" uI  $"!2 /# "! u   ( )AA Vv  vec= . 
" ( )⋅ vec  
 (/0" /#- - "  0 ", )" /#" $"!-  ! !-+" 
/"$- 1   )"  !" . 
3.1.2. 63 Euler-Lagrange-# % 5&+5$% 
"!  + /"! //)"  +-)" "!  "0"4"  " /*"   
Euler-Lagrange-/  -/ (Schaffrin, 2006). "!","   "/ $"!2 
(3.1) /*"  " "-"! -  
 ( ) ,xVAvl Al +=+   (3.15) 
   1 2/  3/ ".!-)  
 








⊗
σ=
















=








=








nu
n
II0
0I
v
v
0
0
V
v
v
v
A
l
A
l
A
l 2
0D
vec
: .  (3.16) 
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+!" $" 
2
0σ  - $" "!  "(""" $ ". 
" “ ⊗” "! 5 
Kronecker–Zehfuss- .! . $ *"  )"!" ) 
 
[ ]
bdac
ij
dcba
c
×××
=⊗ AAC , 
 
( ) ( ) ( )BACABC vecvec T ⊗= ,  (3.17) 
( ) ( ) ( )( ) ( )BACDABCDDABC vecvectrtr TTTTT ⊗== . 
 $ 2 EIV-/!") /*"  ", "  ")" Gauss-Helmert- 
/!") 0  ", 0"4"/ !"" ( ) AA vIxxV n⊗= T , (3.15) "(/-)0" 
- 
( )[ ] 0l
v
v
IxIAx
A
l
=−




⊗−− nn
T
.  (3.18) 
/4"/ Lagrange-e (-#$" #5 . TLS 3)"/ (3.18) 
( ) ( )[ ] min2,,, TTTT →−−⊗+−+=Ω lvvIxAxkvvvvxkvv lAAAllAl n ,  (3.19) 
+!" $" nℜ∈k  " Lagrange-1 /-)), /+-  " !3 "1! 
- ) //-/ (-#$" #5 Euler-Lagrange-+  
kv0kv
v
ll
xkvvl Al
ˆ
ˆ:ˆˆ
2
1
ˆ,
ˆ
,ˆ,ˆ
−=⇒=+=
∂
Ω∂
,  (3.20) 
( ) T
ˆ,
ˆ
,ˆ,ˆ
ˆ
ˆˆˆ
ˆˆ
2
1
xkV0kIxv
v
AA
xkvvA Al
=⇒=⊗−=
∂
Ω∂
n
,  (3.21) 
( ) 0vIxxAvl
k Al
xkvv Al
=⊗−−+=
∂
Ω∂
ˆˆˆˆ
2
1 T
ˆ,
ˆ
,ˆ,ˆ
n
,  (3.22) 
( ) 0kVA
x
A
xkvv Al
=+−=
∂
Ω∂
ˆˆ
2
1 TT
ˆ,
ˆ
,ˆ,ˆ
.  (3.23) 
"!2" (3.20)−(3.23) "! 5$- "1!" - )" //-/ (-#$" #5 
Ω . 5 - ) //-/  -  -4" 0  - Hessian /#" !-+1 
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.! (-#$" #5  "/ ".!-) nI
vv ll
=
∂
Ω∂
2
1
  
nunu III
vv 


=⊗=
∂
Ω∂
2
1
 . !"(" /#". 
. .. (3.20)−(3.22)  )"! (-!/") ")#$ 
( )xxkvxVxAl lA ˆˆ1ˆˆˆˆˆ T+=−=− ,  (3.24) 
 .. . #""  (".!-)) 
( )( )
( )( ) .ˆˆˆ1ˆˆˆˆ
,ˆˆ1ˆˆˆ
T1TT
1T
xxxlxAxkV
xxlxAkv
A
l
−
−
+−−==
+−=−=
  (3.25) 
. - ) (3.23)  .. (3.24), (3.25)  )"!   "/ ")"1 /)1 
$"!2 
( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ,ˆˆˆˆ1ˆˆˆˆˆˆ
ˆˆ1ˆˆˆˆ1ˆˆ
2
1
1TTT
TTTTTT
+
− ζ=+−−=−−=
=+=+−=−
uxxxlxAlxAxlxAkx
xxkVxxkAlAxAA A
  (3.26) 
+!" $"  
( ) ( )( )
( ) ( )[ ]( )
( )( ) .ˆˆˆ1ˆˆˆˆ
ˆˆ1ˆˆˆ
ˆˆ1ˆˆˆˆˆˆˆ
TT1T2
1
TTT
1TTTTT
1TTTT2
1
xAlllxxxxxAlll
xxlAxAAxlxAl
xxlxAlxAvvvv AAll
−=+ζ+−=
=+−+−−=
=+−−=+=ζ
−
+
−
−
+
u
u
  (3.27) 
  - .. (3.26)  (3.27) /*"  " (/ 3)"/  +-)1 
"!  (3.12) 0 !.-$" -- ")"    "0"4"/ . /  
!"/.#$ 0"" /#" /!") [ ]lA    +-)" "!  
+) "! 5"/ - Golub  van Loan, (1980). 
 .2-4" "0"4 . 2 1
ˆ
+ζu   xˆ    - .. (3.26)  (3.27) /*"  " 
  !#) " )+/ 
( ) 0ˆ 02 1 =ζ +u ; ( ) ( ) lAAAx T1T1ˆ −= ,  (3.28) 
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1TT2 1 ˆˆ1ˆˆˆ −+ +−−=ζ iiiiiu xxlxAlxA ,  (3.29) 
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( ) ( ) ( ) ( )( )iuii 2 1T1T1 ˆˆˆ +−+ ζ+= xlAAAx .  (3.30) 
 -3.4" "+  - Björck  !., (2000)   Schaffrin, (2006) 
"!)*)  - !  "  )" 2"1 ")  (! " #"  
- ) " #"    Newton-/ (Newton-Raphson-/) 
"/  -/ +!" 
( )i
u
2
1
ˆ
+ζ   ( )ixˆ  ./"4-$- -)+" 
( ) ( )( ) lAIAAx T12 1T ˆˆ −+ζ−= uiui ,  (3.31) 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1T2 1TT2 112 1 ˆˆ1ˆˆˆˆ −++++ +ζ−−+ζ=ζ iiiuiiuiu xxxAlll .  (3.32) 
 #"- 2  " #" /" /!") xˆ  - Schaffrin, (2006) 
"!)*" $"  / .. . ( - /#-  
( ) ( ) 12 1TT12 1Tˆ ˆˆ −+−+ ζ−ζ−≈ uuuu IAAAAIAAQ x . (3.33) 
-+2$ 3) . /#- 
xQ ˆ  /*"  " !3   - (3.18), )+ 
../ (2.37)  (2.44), !    "   [ ]nn IxIB ⊗−= Tˆ ,   " /*" 
  
[ ] ( )[ ] 11TT
11
TT
ˆ
ˆ
ˆˆ
ˆˆ
ˆ
ˆ
ˆ
−
−
−
−
⊗+=


























⊗−
⊗−= AIxxIAA
Ix
I
IxIAQ x nn
n
n
nn
. (3.34) 
 ( " /#"  ".-) /""4 lvˆ   2) /#" 
/!") AVˆ  /*" ! !3 
( ) ( ) ( )
.ˆˆ
,ˆˆ
ˆˆ
ˆˆˆˆ
T
ˆˆ
1T
ˆ
1T1T
ˆˆ
xQxQ
IxxIAQAIxxIIxxIQQ
kV
xkv
A
l
⊗⊗=
⊗+⊗+−⊗+== −−− nnnnnn
 (3.35) 
3.2. 6#   LS-TLS %" (%" & 7 $& % $"%) 
"1! ./ EIV /!") !.-/" "    1 ")"/" 
/#" /!"). ",-/,  $"  )-2$" +!" "" )" /#" /!") A  
2"   "(#$" (- +"!" / /"/   ",  /", !+, 
! !-/ 1  (/#$).  
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" $" 1u  ) /#" /!") (3.1)  24" ! ( 1 ")"/",  2"/- 
$" uu <1 . 	". +-3 0 , /# /!") A  /*"  " ! "!   
 [ ]21 AAA = ,  (3.36) 
+!" $" /# 1A   24" ! ( 1 ")"/", !  )   ( / 
")"/"/. 3+ +  " $0    . TLS /!")   ( / )/ 
(Fang, 2011). 
"0 LS-TLS /!") !.-/" ! )*"4" "0"4 [ ]lA ˆˆ 2  $" 
 -4  )"!"" - )" 
 
[ ] [ ]
[ ].ˆˆ
minˆˆ
21
F22
AAl
lAlA
R∈
→−
  (3.37) 
 





=
2
1
x
x
x  $" .!5 $"!2- 
 
2211
ˆˆˆ xAxAxAl +==
,  (3.38) 
"! 5 "0"4" /"0+ LS-TLS /!")  
 
[ ] [ ] [ ]l
l
vV lA 22 ˆˆˆˆ 2 −= ,  (3.39) 
 "! 5 /#- ".!-) /"0+ LS-TLS /!").  
 #5- )*"4 "0"4, "3 $" .0 QR !"/.#$- /#" 
! /"0+ LS-TLS /!") 
[ ] RQlAA =21 ,  (3.40) 
+!" $" ( )nn×ℜ∈Q  +) /#  ( )un×ℜ∈R  +4 -+ /#. 
O3./ ! $" Q  +) /#, !  nIQQ =  /*"  "   
 
[ ]
111
1
1
222
11211
21

uuu
un
u
−
−






===
rR0
rRR
RRQQlAAQ
,  (3.41) 
!  /"0 LS-TLS /!") /*"  "  (/  - 3)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





=











2
1
2
1
22
1211
r
r
x
x
R0
RR
,
  (3.42) 
+!" 11R  / 3) +4" -+" /#".  $ 2 /*"  " .!$ !" 
  " / /#/ !.$ 
2222 rxR ≈ ,  (3.43)
 
. $  " /*"  TLS "0"4" 2xˆ . 
#"" . " )" /"" /!") 1xˆ  
/+-  " !3 . $"!2" 
 2121111 ˆˆ xRrxR −= .  (3.44)
 
3.3. +$+   TLS %" (STLS) 
 $"  -- /#" /!") A  /  !  " "" /"5" 
$5-$- ! ) 0" -, !  "  .  -- TLS (Structured TLS, 
STLS). . STLS  $" -" De Moor, (1994). STLS  " 2"  $5-$" - 
/"/ 3!"  +) (Markovsky  Van Huffel, 2007).  +"!".$  
 )-2$  " $5 ! "/$ " (!-/ ")  (/#$" ! (Felus  
Schaffrin, 2005, Akyilmaz, 2007).  
"/2/ $"./ "2", *  " "0"4" "!","+   "/  
 ( ) ,xVAvl Al +=+   (3.45) 
-. - ) 
 
[ ] minˆˆ
F
→lA vV ,  (3.46) 
 ! /# [ ]lA vlVA ++  /  - (-  ---  /# [ ]lA . 
"0"4", !  )+/ ! - Felus  Schaffrin, (2005) .  $"  ""/ 
 $"#$ /21  3 "/ $$  " /# 
un×ℜ∈LA  $ $" 
$3)* .5$ /# un×ℜ∈A   $ /  - (-  --- /*" 
.2-  
 ( ) ( )[ ]AGGGGA vecvec T1T1-L −×= un ,  (3.47) 
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+!" $" G  " 2 /# $ " ) " ( )Avec  - " a  
 24" ! "5$-1 ")"/" " ( )Avec . --- /#" G  
)- -$" /" "/$ " (!-/ ")  (/#$" ! +!" $", . !" 
!"2" 2",  
( ) ,
0010
0001
1000
0100
1000
0100
0010
0001
vec
2
1
2
1
2
1
2
1
2
1
2
1
22
11
22
11
















































−
−
==
































−
−
=⇒
















−
−
=
y
y
x
x
x
x
y
y
y
y
x
x
xy
xy
yx
yx
GaAA   (3.48) 
!  . 2/n  !"21 2 
T
22
22





 −
=
0II0
I00I
G
n/n/
n/n/
.  (3.49) 
  - " ""/" - Felus  Schaffrin, (2005) "! 5" $" )+/ . 
"04" STLS 3)"/ (Cadzow-5" )+/) 
1) [ ] Tiii VSUlA = , 
2)  $" ( ) ( )0diag 111,11 iniinniin ζζ=⇒ε>=ζ +++ LSS , 
3) [ ] T111 ˆˆ iiiii VSUlA =++ , 
4) [ ] ( ) [ ]{ }11T1T1-L11 ˆˆvecvecˆˆ ++−×++ = iiunii lAGGGGlA , 
5) [ ] T111L11 ˆˆ +++++ = iiiii VSUlA , 
6) ii =+1 ,    2. 
"!  ε  - - 2) "! 5 "$-/ . "  "#$.  Cadzow, 
(1988) !. $" ! +/ "+ /# "-+ + [ ]Lˆˆ lA  $ 
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/  - (-  ---  /# [ ]lA .  .0"- "+ #"  
#" " /" /!") xˆ  /*"  " !3 0"4"/ .. (3.10). 
",/ Cadzow, (1988) -. $" ! "! )"! $"#$" /21  3 
/*" /" () ".-)  $", "/ /", $ )+/ 
 -3/) ("- /)). ," Lemmerling, (1999) . $" ! 
STLS #" ,  - )5" ")" /.# #" , "" , 
!  ! /*" / /+ ))1 //-/. 
 Schaffrin  !., (2012), . /"- - "/$ $  (/#$ ! 
"!)*" $" /!(#$  4, 
[ ] ( ) [ ] [ ]( ){ }lAlAGGGGvV lA −= ++−×++ 11T1T1-L1ˆ1 ˆˆvecvec2ˆ iiunii .  (3.50) 
 ,", . $" !  " 3)"/ /*" " "0 /"/ "* + 
TLS /!"), -. " .2-4" ( " /#" AQ   /"/ 
)+/ "!)*"/ - Mahboub, (2012). 
3.4. 56  (" -# ) TLS (GTLS) 
 +"")./ TLS /!")-, . 2)" /#"  (".!-)) 
[ ]lA vV  0"" /#" /!") [ ]lA , !.-/"  " ! $" ".   
 /  ")  --     !"2/ $#/ /#/. 
 "  5 .)2" $ " . $"!" 2)" 0"" /#" 
/!") GTLS  " $0 -" " !   0- $#- /#-. " 
- +, .3+ +  - #5- .3"+4 (-.$" .$-  “")3  
TLS“ (Schaffrin  Wieser, 2008). 
)", "3 $"  "0"4" "!","+   "/ $"!2 (Van Huffel and 
Vandewalle, 1991, Felus, 2004, Akilmaz, 2007) 
( ) ,222211 xVxAxAxVAvl Al ++=+=+   (3.51) 
! - )/ 
[ ] min
F2
→CvVD l .  (3.52) 
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+!"  " " 5 !  - ")"/" /#" 11
un×ℜ∈A
 (  !  - 2) 
/#" 
( )1
2
uun −×ℜ∈A
 /"5" ")2". # D  $" nn×  !$+) 
/# "* !-*"1  /, ! $" /# C , ( ) ( )11 11 +−×+− uuuu  
!$+) /# "* !-*"1 )/. 
 /  )-2$- GTLS 3)"/ /*" 3 "0" -  : 
1) )*"4" QR (.#$" 0"" /#" [ ]l
D  
[ ]
111
1
1
222
11211
21

uuu
un
u
b
b
−
−






==⋅=
rR0
rRR
RRQQlAADQ
.  (3.53) 
2) .2-4" ) 2+ TLS "0"4 2xˆ  . "!-   "/ 
[ ] 0xCCrR 2 ≈












−
−
1
1
222 b ,  (3.54)
 
+!" $" C  !$+) /# "* . )". 
3) 0"4" SVD . !3$4" 2xˆ   1xˆ  
[ ] T222 USVCrR =b ,  (3.55)
 
( ) ( ) 









−=
+
+
+++−+−
1,
1,1
11
1,11,1
2
11
1
ˆ
uu
u
uuuuuu
v
v
vc
MCx ,  (3.56) 
2121111 ˆˆ xRrxR −= b ,  (3.57) 
+!" $" 
( ) ( )






=
+−+− 1,1
11
11 uuuu
c
C
C ,   !$+)/ /#/ 11C . 
3.5. TLS %" & +&"# %  ,3 
)  "   "/ $"!2 (3.18) !-   q  - ) +2"4,  )2  
. Gauss-Markov-5" !  Gauss-Helmert- /!")   - )/ +2"4, 
/*"  "    
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( )[ ] ( )
,
,vec,
CCC
T
CC
C
cc
C
C
xZvz
Vv0l
v
v
IxIAx
z
AA
A
l
=+
==−





⊗−− nn
  (3.58) 
   1 2/  3/ 
 










⊗σ=




















=










C
2
0
C
C
C
C
C
C
D
Q00
0II0
00I
v
v
v
0
0
0
v
v
v
z
A
l
z
A
l
nu
n
.  (3.59) 
 #5- )*"4 "0"4, !  ")"+   "/ /)1 $"!2, 
"3 $"  //-/ +"")." Lagrange-" (-#$" #5 (Schaffrin, 
2006) 
( )
( )[ ]
( ) ,min2
2
,,,,
CC
T
CCCC
T
C
T
CC
T
TT
CCC
CC
CCCCCC
→−−−
−⊗+−−−
−+=Ω
kQkzxZk
vIxvlAxk
vvvvxkkvv
Al
AAllAl
n
  (3.60) 
+!"  - nℜ∈k   qℜ∈Ck  " Lagrange-1 /-)), !)"  )"!" 
"1! - ) //-/ (-#$" #5 Euler-Lagrange-+  
kv0kv
v
ll
xkkvvl Al
ˆ
ˆ:ˆˆ
2
1
CC
CCCC
C
ˆ,
ˆ
,
ˆ
,ˆ,ˆ
C
−=⇒=+=
∂
Ω∂
, (3.61) 
( ) TC
ˆ,
ˆ
,
ˆ
,ˆ,ˆ
C
ˆ
ˆˆ:ˆˆˆ
2
1
CC
CCCC
C
xkV0kIxv
v
AA
xkkvvA Al
=⇒=⊗−=
∂
Ω∂
n
,  (3.62) 
( ) 0vIxxAvl
k Al
xkkvv Al
=⊗−−+=
∂
Ω∂
:ˆˆˆˆ
2
1
CC
CCCC
T
CC
ˆ,
ˆ
,
ˆ
,ˆ,ˆ
C
n ,  (3.63) 
( ) 0kZkVA
x
A
xkkvv Al
=−+−=
∂
Ω∂
:ˆˆˆ
2
1
C
T
C
TT
ˆ,
ˆ
,
ˆ
,ˆ,ˆC
C
C
CCCC
,  (3.64) 
0kQxZz
k
xkkvv Al
=−−=
∂
Ω∂
:ˆˆ
2
1
CCCCC
ˆ,
ˆ
,
ˆ
,ˆ,ˆC
C
CCCC
  (3.65) 
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 . !"(" /#" !-+1 .!  
Cl
v  
CAv . . - ) 
(3.62)−(3.63) /*"  " !3 (-!/") ")#$  
( )CTCCC ˆˆ1ˆˆˆˆˆ CC xxkvxVxAl lA +=−=− ,  (3.66) 
 .. . #""  (".!-)) 
( )( )
( )( ) .ˆˆˆ1ˆˆˆˆ
,ˆˆ1ˆˆˆ
T
C
1
C
T
CC
T
C
1
C
T
CC
C
C
xxxlxAxkV
xxlxAkv
A
l
−
−
+−−==
+−=−=
  (3.67) 
)2  - (3.26)   - - ) (3.61) !3$  " 
( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( )( ) ,ˆˆˆˆ1ˆˆˆ
ˆ
ˆ
ˆˆˆ1ˆˆ
ˆˆ1ˆˆˆˆ1ˆˆ
2
1C
1
C
T
CC
T
CC
C
T
CC
T
C
T
C
T
CC
T
C
T
C
T
C
T
C
T
C
T
C
+
− ζ=+−−=
=−−=+=
=++−=+−−
uxxxlxAlxAx
lxAkxxxkV
xxkZkAxxkZlAxAA
A   (3.68) 
+!" $"  
( ) ( )( )
( ) ( )[ ]( )
( )( ) ( )
( ) ( ).ˆˆ1ˆ
ˆˆ1ˆˆˆˆ
ˆˆ1ˆˆˆ
ˆˆ1ˆˆˆˆˆˆˆ
C
T
CC
T
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TT
C
T
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1
C
T
C
2
1
T
CC
TT
1
C
T
C
T
C
TT
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T
1
C
T
CC
T
C
TT2
1 CCCC
xxkkQzxAlll
kkQzxxxxxAlll
xxlAxAAxlxAl
xxlxAlxAvvvv
C
C
AAll
+−+−=
=−++ζ+−=
=+−+−−=
=+−−=+=ζ
−
+
−
−
+
u
u
  (3.69) 
/$- - !- CC kQv Cz −=  ! ,   - (3.65) /*"  "   
( ) 0kQzxZ C =−+− CCCC ˆ .  (3.70) 
,"4"/ ./"" ( )CTCCC ˆˆ1ˆ: xxkk +=  .. (3.68)−(3.70) /+-  " "!  - 
!- /)#+ 3)"/  +-)1 "!  !    "/ 
")"1 /)1 $"!2 (Schaffrin  Felus, 2005, Schaffrin, 2006)  
( )( )
2
1
C
C
C
C
2
1CCCC
T
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TT
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C
TT
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ˆ
ˆˆ
ˆ
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+
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

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





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


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



−










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u
qu k
x
k
x
IkQzZ
kQzllAl
ZlAAA
,   (3.71) 
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+!" $" 0ˆ min2 1 ≥ζ=ζ +u $/4  +-) "!  0"" /#" /!") 
[ ]lA , $"  " /+- "0 - "/  --.  $4"/ . 2"" 
"!  
( ) 0ˆ 02 1 =ζ +u   ( ) 0k =0Cˆ ,   "/ $"!2 (3.71)  (/0"  " - 
 
( )
( ) 





=
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
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






−
−
C
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1
C
1
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C
T
ˆ
z
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k
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,  (3.72) 
!)"  " /*" !3 #$) "0"4" 
( )1
Cxˆ , 
( )1
Ck . " #"   " ./ 
 5   )"!""/ )+/- (Schaffrin  Felus, 2005, Schaffrin, 2006) 
( ) ( ) ( ) ( )( )
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  (3.73) 
  )-2$ ( 1   - ) /*"  " /"  " !"2 )+/ 
 2"/-  " - ../ (3.71)  (3.73)  5 0QC = . 
".!-) ".-) /""4  "(#$" /#" !.$ /+-  " ! 
!3  
( )( )
( ) ( )( ) .ˆˆˆ1ˆˆˆˆ
,ˆˆ1ˆˆˆ
T
C
1
C
T
CC
T
C
1
C
T
CC
C
C
xxxlxAxkV
xxlxAkv
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  (3.74) 
 ( - /#- #" /" /!") Cxˆ   (-./""1) Lagrange-
1 /-)) Ck  - Schaffrin, (2006) "!)*" $"  /#$ + 
"! 
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
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CCCk
x QxxZ
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QxxZ
ZIAAQ uuuu
  (3.75) 
+!"  " , .  )-2$ ( 1   - ) +2"4, /*"    
0QC = .  
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)2  - (3.34) . ( - /#- /" /!") /*"  " !3 
[ ] ( )[ ] 11CTCT1
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, (3.76) 
!  " .  )" ( " /#" ! !3$ 
( ) ( ) ( )
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A
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 (3.77) 
"/"" #" "(""" $ " 
2
0σ  /*"  " !3 . .. 
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  (3.78) 
  )-2$ ( 1   - ) +2"4, !  0Q =C  3" 
 
( ) ( )( ) 1CCC12 120 ˆˆˆ −−+ +−−−=+−ζ=σ qunqunu kzxlAll .  (3.79) 
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4. 2 	  	
 

 

	

  
 "1!/ +)5-    - /!") ) 2+ TLS $ !.-/" !  - 
2) 0"" /#" /!") /",- 3 ".   /$- !"2" 
 !")". ) 2 TLS / $"! " )2 "0"4" - +""2/ 
 )-2$- ( 1+ζ≠ζ uu ).  - 4"/-, - )5",  --  "*  TLS 
"/$-  "0"4" "+  " /$- "0 -/"2 ! "+"#$  
))/ //-/-. 
-#$ - $$ 3 2) 0"" /#" /!") 3) /",- 3 
".   !"2   "," (1/ "! 2 ) $" "0" 2"  - 
+"!" / /"/. 3+ + $" !  " 0" - -)*"  - #5- 
-./4 - 3. .)21 $    /",- 3" ")   2) 
/#" /!") A    " ".-) /""4 l  (Schaffrin  Wieser, 2008, 
Shen  !., 2011, Amiri-Simkooei A.  Jazaeri S., 2012, Mahboub, 2012).   $/ 
 *4/ Fang, (2011)  Fang, (2014) 2 -2-  /",- 3- ")#$- 
./",- 2) /#" /!") A    " ".-) /""4 l .  !/ 
Snow (2012), Schaffrin  !. (2014)  Schaffrin, (2014) "! 5"  - /!") $ 
!.5$-  +-)- $#- /#- 2) 0"" /#" 
/!") [ ]lA . 
!") $ -./$- - 3. .)2" $ "  /",- 3- ")#$- 
2) /#" /!") !  ( - /#- AQ , ( - /#- 
" ".-) /""4 lQ    ""-)- /",- 3- ")#$- AlQ  - 
)"-  " .$- "*  TLS /!") (Weighted Total Least Squares, 
WTLS).   - -24" -0$ "04 WTLS /!") /"/ 
!"/.#$" 0"" /#" /!")   +-)" "!  (SVD), 
") " "0"4 .  $"  Euler-Lagrange-/  -- 
//.#$" (-#$" #5. 
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4.1. 63 -&#  $%5- / '  56  % / %"  
   & +" #&  (Generalized TLS, GTLS) 
"0"4" .   !"/.#$ 0"" /#" /!") [ ]lA   
 +-)" "!  !   "  -0" (+"").) TLS (GTLS) 
!  )*"4" "0"4 . "!","   "/ )"1 $"!2 
( )xVAvl Al +=+ , (4.1) 
-. - ) 
[ ] min
F2
→CvVD l ,  (4.2) 
+!"  ", . .)- ! "0"4  / - "1!/ +)5-, -! 
"  (Fang, 2011) ! /#" "* nn×ℜ∈D   ( ) ( )11 +×+ℜ∈ uuC   - 
!$+)". 
-#) /!") (4.1) /*"  " "(/-)   
[ ] 0xCCvlVAD lA =





−
++ −
1
1
,  (4.3)
 
!  
[ ] 0xCCvlVAD lA =





−
++ −
−
1
2
2
1
1
1
c
c
,  (4.4)
 
+!"  " !.-/" ! $"
 
2D   /"2 . !"( /#, 






=
2
1
c0
0C
C , 11−C   $  02 ≠c . 
22 DC ⊗  je ! ,"  /"2 . 
!"( /#. 
 "/  " /*" ! "0
 
SVD  -/  "0"4"  " /*" !3 (Fang, 
2011) !"/.#$/   +-)" "!  !" " 0"" /#" 
/!") 
[ ] TVSUClAD = ,  (4.5) 
!)"  )"! "0"4" . #"- /" /!")
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[ ] ( )21,11,1,11 /ˆ cvvv uuuuu ++++−= LCx .  (4.6)
 
+!" $"
 
[ ] [ ] ( ) ( )11121 +×++ ℜ∈== uuiku vvvvV L . 
" [ ]1211 −− − cxC  $"  +-) " !-*" $/4$  +-)$ 
"!  [ ] [ ]ClADlAC 2 , !$-  )"!"- $"!2-  +-)1 " 
[ ] [ ] [ ] =− −− 12112 cxCClADlAC  
=





−






=
−
−
1
2
1
1
2
2
21
2
2
2
2
11
2
1
cccc
c xC
lDlACDl
lDACACDAC
  (4.7) 






−
ζ=
−
−
+ 1
2
1
12
1
c
u
xC
, 
+!" $" 1+ζu  $/4  +-) "!  0"" /#" /!") [ ]lA . 
"-","4"/ (4.7) !3$$-  " /)" $"!2"
 
 
lDAxCxADA 2212 12 ˆˆ =ζ− −+u   (4.8) 
TLS #" /" /!"), .   SVD   $0$/ /#/ "* 
$" 
( ) lDAxCADAx 21212 12 ˆ:ˆ −−+σ−= u .  (4.9) 
 /  )-2$- /# "* . 0" " *4 [ ]lA  "3 ! 
/  --- 




 ⊗
= 2
2
22
1
D0
0DC
P
c
.  ","4-   GTLS "0"4"/ (3.56), 
/#" 1C   D  /+- 3 - -4"". 
4.2. WTLS 63a  &#+ Euler-Lagrange-#og 5&+5$ 
 GTLS "0"4" (van Huffel  Vandewalle, 1989, Fang, 2011)   - 
"1!/ !"5- !.-/" $0$" "0"4", !  - -4"" 
/#" "* C   D ,   " " 5 “"* ” "0"4" - / 
 / )- " "2 0  " “"*"” - GTLS " ! " - -   
$#- /#- ".-) /""4. GTLS  ", .3+ +, $0 .  
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“")3  TLS” ! 3  " .3"+) (-.$ (Schaffrin  Wieser, 2008).  
!/ Markovsky  !., (2006)   Schuermans  !., (2007), ! - $" 
 - $ !.-/" .)2" "*" .   ")"/" 0"" 
/#" /!") [ ]lA  (lement-Wise Weighted Total Least Squares, EWTLS), +!" 
$" .5-2" ! 3)"/ “"/ "0"4" $" 3  " /+) "!  - ."$ 
(/  4"+ .2-4" . -$" "04" "" + /.#+ 
3)"/”.  
 - $  " - +"!" $ !#$  / - -/  / )- “"* /” 
.   "  $ / $"  " ! "    ")"/"  "3  
$ / ./",-   ! ")"/" 0"" /#" /!") [ ]lA . 
!")   " / /#/ !.$  -/ $#/ /#/ 
".-) /""4 l    /#" /!") A  (WTLS) /*"  "   - 3)- 
( )xVAvl Al +=+ , (4.10) 
   1 2/  3/ ".-!-) 






σ=











=





=





A
l
A
l
A
l
A
l
Q0
0Q
v
v
0
0
V
v
v
v 2
0D,
vec
:  (4.11) 
+!"  - 
nn×ℜ∈lQ   nunu×ℜ∈AQ  $#" /#" " ".-) /""4 l  
 /#" /!") A , " ".  1/ "! 2/  )-2$- ( )-2$- "$!" 
2   "")   ".-) /""4)  / - "1!/ +)5- 
!.-/" $" nIQl =   nunu×= IQA . 
0"4"/ $"!  ( ) AA vIxxV n⊗= T  /!") (4.11) /*"  " "(/-)  
- 
( )[ ] 0l
v
v
IxIAx
A
l
=−




⊗−− nn
T
.  (4.12) 
4.2.1. 63 Schaffrin   Wieser, (2008) 
 "0"4- "! 5"/ - Schaffrin  Wieser, (2008) . ( - /#- 
AQ  " 5"o $" !  " /*" "!  - (Kronecker–/) 3)- 
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yA QQQ ⊗= 0 ,  (4.13) 
+!" 
uu×ℜ∈0Q   nn×ℜ∈yQ . 
  -- 3.)*" $" " / !  " 
.) "#.  ./",- !" )" /#" /!") /*" .. 
 )/ (/. 
WTLS "0"4" . #"- /" xˆ  /!") (4.12) .2-  " ! ! 
- )/ 
( ) min110T1T →⊗+ −−− AyAlll vQQvvQv ,  (4.14) 
  - $"+  " !  5  " Lagrange- (-#$ #5 
( ) ( )
( )[ ] min,2
,,,
TT
11
0
T1T
→−−⊗+−
⊗+=Ω −−−
lvvIxAxk
vQQvvQvxkvv
lA
AyAlllAl
n
  (4.15) 
  nℜ∈k  "/ Lagrange-1 /-)). "1! - ) //-/ 
(-#$" #5 Euler-Lagrange-+  !  - 
0kvQ
v
ll
xkvvl Al
=+=
∂
Ω∂
− :ˆˆ
2
1 1
ˆ,
ˆ
,ˆ,ˆ
,  (4.16) 
( )
( ) ( ) ,ˆˆˆ
ˆ
ˆˆ
2
1
11
0
1
ˆ,
ˆ
,ˆ,ˆ
0kIxvQQ
kIxvQ
v
Ay
AA
xkvvA Al
=⊗−⊗=
=⊗−=
∂
Ω∂
−−
−
n
n
  (4.17) 
( ) 0vIxxAvl
k Al
xkvv Al
=⊗−−+=
∂
Ω∂
ˆˆˆˆ
2
1 T
ˆ,
ˆ
,ˆ,ˆ
n
,  (4.18) 
( ) 0kVA
x
A
xkvv Al
=+−=
∂
Ω∂
ˆˆ
2
1 TT
ˆ,
ˆ
,ˆ,ˆ
.  (4.19) 
"!2" (4.16)−(4.19) "! 5$- "1!" - )" //-/ (-#$" #5 
Ω . 5 - ) //-/  -  -4" 0 $" Hessian /# !-+1 
.! (-#$" #5  "/ ".!-) 
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[ ] 





⊗
=





=





∂
Ω∂
−−
−
−
−
11
0
1
1
1
2
1
y
l


l

l


l QQ0
0Q
Q0
0Q
vv
v
v
,  (4.20) 
. !"(. 
. (4.16)  (4.17) /+-  " !3 .. . #"" "  lvˆ   Avˆ  
kQv ll ˆˆ −=      (4.21) 
( ) ( )( ) ( )kQxQkIxQQkIxQv yyAA ˆˆˆˆˆˆˆ 00 ⊗=⊗⊗=⊗= nn ,  (4.22) 
! , 
( )T0 ˆˆˆ xQkQV yA = .  (4.23) 
!  " .. (4.21), (4.22) - " - (4.18) !3$  " ")#$ 
( )[ ]kQxQxQlxA yl ˆˆˆˆ 0T ⊗+−=− ,  (4.24) 
!  
( )[ ] ( )lxAQxQxQk yl −+−= − ˆˆˆˆ 10T .  (4.25) 
04"/ (4.25) - (4.21)  (4.23)  !  " !3$ 
( )[ ] ( )lxAQxQxQQv ylll −+= − ˆˆˆˆ 10T      (4.26) 
( )[ ] ( ) 0T10T ˆˆˆˆˆ QxlxAQxQxQQV ylyA −+−= − .  (4.27) 
  - .. (4.19), 0"4"/ (4.25)  (4.27) /*"  " !   
( ) ( ) 2 1010TTTT ˆˆˆˆˆˆˆˆ +− ζ=−+==− uxQlxAQxQxQAkVkA ylA ,  (4.28) 
+!" $"  ) 
( ) ( ) ( ) ( )lxAQxQxQQQxQxQlxA ylyyl −++−=ζ −−+ ˆˆˆˆˆˆ:ˆ 10T10TT2 1u .  (4.29) 
  - (4.28), (4.29)  )"!  
( )( ) ( ) lQxQxQAQAQxQxQAx ylyl 10TT102 110TT ˆˆˆˆˆˆ −−+− +ζ−+= u .  (4.30) 
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O#"a /" /!") xˆ  /*"  "  ! .0 (/4"/ "+ 
)+/: 
1) ( ) 0ˆ 02 1 =ζ +u , ( ) ( ) lQAAQAx ll 1T11T0ˆ −−−= ; 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) lQxQxQAAQxQxQAx ylyl 100T0T1100T0T1 ˆˆˆˆˆ −−− +




 += ; 
2) ( ) ( ) ( )[ ] ( )( )lxAQxQxQk yl −+−= − iiii ˆˆˆˆ 10T ; 
( ) ( ) ( )iii
u kQk y ˆˆˆ
T2
1 =ζ +  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) lQxQxQAQAQxQxQAx ylyl 10TT102 110TT1 ˆˆˆˆˆˆ −−+−+ +




 ζ−+= iiiuiii  
3)    2),  " !  " "  - "$"!  ( ) ( ) ε<−+ ii xx ˆˆ 1 , +!" $" ε  
- $" "$-/ "+"#$". 

#" "  ".-) /""4 lvˆ    /#"  . 
2)" /#" /!") AVˆ ,  .0"- "+ #"  /+-  " !3  
 - (4.26)−(4.27). 
4.2.2. 63 Shen   . (2011) 
"0"4" "!)*" - Shen  !. (2011) ). ! 3) (-#)+ /!") 
(4.10) )".+ - .#$ "!  /" /!") ( ) ( )
~
ˆ 0xx −= ii   
/""1 ")2 ( ) ( )
~
ˆ 0ll −= ii  - i -$ "#$, !  ( )
( ) ( )ii
i
xlx
f


,
T∂
∂
=  
( ) ( ) ( ) ( )iiii xVxAAxvl Al +δ+=+ , (4.31) 
! , *  " "0"4" )"+ EIV /!") (4.31) -/"  ")"+ 
3) (4.10).   " /!")  "! , ! Lagrange- (-#$ #5 
/ 3) 
( )
( ) ( ) ( )[ ] .min2
,,,
TT
1T1T
→−−⊗+δ+−
+=Ω −−
lvvIxxAAxk
vQvvQvxkvv
lA
AAAlllAl
n
ii
  (4.32) 
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"1! - ) //-/ (-#$" #5 Euler-Lagrange-+  /$- ! 
"0 ./"4" 3) - ","4-   ../ (4.16)−(4.19), !  
0kvQ
v
ll
xkvvl Al
=+=
∂
Ω∂
− :ˆˆ
2
1 1
ˆ,
ˆ
,ˆ,ˆ
,  (4.33) 
( )( ) 0kIxvQ
v
AA
xkvvA Al
=⊗−=
∂
Ω∂
−
ˆ
ˆˆ
2
1 1
ˆ,
ˆ
,ˆ,ˆ
n
i
,  (4.34) 
( ) ( ) ( )( ) 0vIxxAAxvl
k Al
xkvv Al
=⊗−δ−−+=
∂
Ω∂
ˆˆˆ
2
1 T
ˆ,
ˆ
,ˆ,ˆ
n
iii
,  (4.35) 
( ) 0kA
x
xkvv Al
=−=
δ∂
Ω∂
ˆ
2
1 T
ˆ,
ˆ
,ˆ,ˆ
i
,  (4.36) 
! $" !5 - ) !"(  ../ (4.20). 
.. . #"" "  lvˆ   Avˆ  /$- ! 3) (4.21)−(4.22),  
2"/-  " " .1" Kronecker– 3) $#" /#" AQ  (4.13),  ," 
- ..- (4.22) (+-0" " /" /!") ( )ix  . i -" "#$". 
 ","4-   (4.25) .. . " Lagrange-1 /-)) kˆ   ! +)  
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ).ˆ
ˆ
ˆ
1
1T
lxAxAQ
lxAxAIxQIxQk
y
Al
−δ+−=
=−δ+



 ⊗



 ⊗+−=
−
−
ii
iiii
i
nn
.  (4.37) 
  - .. (4.36)−(4.37)   (4.21)−(4.22) /*"  " (/ " 
#"  . #"- /" /!") xˆ    "  lvˆ   Avˆ : 
1) ( ) ( ) lQAAQAx ll 1T11T0ˆ −−−= ; 
2) ( ) ( ) ( )( )nni ii IxQIxQQ Aly ⊗ ⊗+= T  
3) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )iiiiiiii xAlQAAQAx yy −=δ −−−+ 1T11T1ˆ ; 
4) ( ) ( ) ( ) =δ+=+ iii xxx ˆˆ 1  
 
( )( ) ( ) ( ) ( )( )iiii xVlQAAQA Ayy ˆ1T11T += −−− ; 
49 
 
5) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )lxAxAQQv yll −δ+= +−+ 111 ˆˆ iiiii ; 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )lxAxAQIxQV yAA −δ+⊗−= +−+ 111 ˆˆ iiiinii ; 
( ) ( )11
ˆ
ˆ
++ += ii lvll ; 
( ) ( )11
ˆˆ
++ += ii AVAA  
6) 0" "+ #"   $" ( ) ε<δ +1ˆ ix , +!" $" ε  - $" 
"$-/ "+"#$" 2" ( ) ( )
~
1
ˆ 0xx −= +ii      2). 
4.2.3. 63 Amiri-Simkooei   Jazaeri (2012) 
 "!)+- ./ - Amiri-Simkooei  Jazaeri, (2012) "*  " )+$   
) 2/ Gauss-Markov-5"/ /!")/ (GMM). 
). (-#)   1 2 /!"),  "/ /"  "1! - ) 
//-/ (-#$" #5, !"2  -  - Schaffrin  Wieser, (2008),  / 0 
 " " " 5 Kronecker– 3) $#" /#" AQ . 
!  " (4.21)−(4.22) - " - (4.18) /*"  " ," !3 
( ) ( )[ ] ( )
( ),ˆ
ˆˆ
ˆ
ˆ
1
T
lxAQ
lxAIxQIxQk
l
Al
−−=
=−⊗⊗+−= −nn
  (4.38) 
/"/ (4.39) - (4.23)  "-","4"/ /*"  " ! !3 
( ) ( ) ( ) ( )xVlQVAxVAQVA AlAAlA ˆˆˆˆˆˆ ˆTˆT ++=++   (4.39) 
!  
lQAxAQA ll ˆˆˆˆˆ ˆTˆT = ,  (4.40) 
0 "! 5 3) )+ /)/ $"!2/ Gauss-Markov-5"+ 
/!"). 
!  " /*" (/ " #" : 
1) ( ) ( ) lQAAQAx ll 1T11T0ˆ −−−= ; 
2) 0=i ; 
3) ( ) ( ) lxAvl −= ii ˆˆ , 
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( ) ( )( ) ( )( )ninii IxQIxQQ All ⊗⊗+= ˆ ˆ , 
( ) ( )( ) ( )[ ]inii vec llAA vQIxQV ˆˆˆ 1ˆ1 −− ⊗−= , 
( ) ( )ii
AVAA ˆˆ += , 
( ) ( ) ( )iii xVll A ˆˆˆ += , 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )iiiiii lQAAQAx ll ˆˆˆˆˆ 1T11ˆT1 −−−+ = ; 
4) 1+= ii      3),  " !  " "  - "$"!  
( ) ( ) ε<−+ ii xx ˆˆ 1 , +!" $" ε  - $" "$-/ "+"#$". 
4.2.4. 63 Mahboub (2012) 
"0"4" . - Mahboub, (2012) /  )2 ).0   "1!. 
" 2 . $  - $" "-","4" - ) (4.19), /$- - !- 
) (3.17), - 3)  
( ) ( ) ( )AAAA VkIkVIkVIkVkA ˆvecˆˆˆvecˆˆˆˆˆ TTTTT ⊗====− uuu ,  (4.41) 
!  !  " -  (4.22) 
( ) ( )kIxQkIkA A ˆˆˆˆ TT nu ⊗⊗=− .  (4.42) 
  - (4.38)  (4.42), -,"4"/ ."  
( ) ( )[ ] 1
ˆ1
T
ˆ
−⊗⊗+== nn IxQIxQQR All ,  (4.43) 
!3$  " 
( ) ( ) ( ) ( )lxARIxQkIlxARA A −⊗⊗−=− ˆˆˆˆ 1T1T nu .  (4.44) 
! -,"4"/ ." 
( ) ( ) 1T2 ˆˆ RIxQkIR A nu ⊗⊗= ,  (4.45) 
/*"  " !3 .. . #"- " /" /!") xˆ  
( ) ( ) ( )lRRAARARAx 21T121T0ˆ ++= −  
  - (4.21)−(4.22), (4.38)  (4.43)−(4.45) (/  " " )+/: 
1) ( ) ( ) lQAAQAx ll 1T11T0ˆ −−−= ; 
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2) ( )( ) ( )( )[ ] 1111 Tˆ −−− ⊗⊗+= nini IxQIxQR Al , 
( ) ( ) ( )( )lxARk −−= −11 ˆˆ iii , 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )iniiui 11T2 ˆˆ RIxQkIR A ⊗⊗= −  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )lRRAARARAx iiiii 21T121Tˆ ++= −  
3) 54"  2) !  " " .!5 "$-/ "+"#$" 
( ) ( ) ε<−+ ii xx ˆˆ 1 . 
 Mahboub, (2012) . $"  !  "  -- TLS 3)"/ (STLS) /*" 
"0 0"4"/ "* + TLS /!") (WTLS)   " " !"!" 
2) $#" /#" /!") AQ . /": 
1.   " ")"/" /#" A  5, ./",- 5$-1 ")"/" 
"(#$" ")#$" / 3 1, !  $  ./",-  ! 
")"/" $"! $" 41$ $ . 
2.   " ")"/" /#" A  5   "+/ "!./, ./",- 
5$-1 ")"/" "(#$" ")#$" / 3 −1, !  
$  ./",-  ! ")"/" $"! $" "+$ "!  41" 
$ ". 
3.  $" ")"/" /#" A  ( , 4"+ $  $"! $" 0. 
4.  ! .)2 ")"/"    " 41 .2- $ ,   - 
") , 2" $" $  $"! 0. 
5. '  - 1/ "! 2/  )-2$- "") 1 /""4  " 2 /$- 
 " /" "!" ). 
4.2.5. / ,&  
	". 3.  /"4" )+/, #" "!  (-#$" #5 Ωˆ  /*"  " 
!3   - (4.21)  (4.22) 
( ) ( ) ( ),ˆˆˆˆˆˆˆˆˆ T1T1T1T xAlkxAlQxAlvQvvQv lAAAlll −=−−=+=Ω −−−   (4.46) 
 #" "(""" $ ",  
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( ) 120 ˆˆ −−Ω=σ un .  (4.47) 
(  /# . #"- /" /!") 
xQ ˆ   " Lagrange-1 
/-)) kQ ˆ  /+-  " !3   - (4.11)−(4.12), )+ ../ 
(2.37)  (2.44) ")"+ Gauss-Helmert-+ /!"),   " /*"   
[ ]
11
TT
ˆ
ˆ
ˆ
ˆ
ˆ
−
−






















⊗−



⊗−= A
Ix
I
Q0
0Q
IxIAQ
A
l
x
n
n
nn
. (4.48) 
[ ]
[ ] .
ˆ
ˆ
ˆˆ
ˆ
ˆ
1
TT
ˆ
1
T
ˆ






















⊗−



⊗−−⋅
⋅













⊗−



⊗−=
−
−
n
n
nnn
n
n
nn
Ix
I
Q0
0Q
IxIAQAI
Ix
I
Q0
0Q
IxIQ
A
l
x
A
l
k
 (4.49) 
( " /#"  ".-) /""4 l   2) /#" /!") A  
/+-  " ! !3   - (4.41)−(4.42) /"/ .    4- 
$ , 
( ) ( ) ,ˆˆ
,
T
ˆˆ
ˆˆ
AkAv
lklv
QIxQIxQQ
QQQQ
A
l
nn ⊗⊗=
=
, (4.50) 
4.3. EIV %" & $"/ '%  -%8+ "% % / %" A     
  #$ -+" %3 l  
EIV /!")   ")#$/ ./",- ")"/" /#" /!") A   " 
".-) /""4 l  /*"  " .. - 3)- (4.10), !  (4.12). 
)  " *")" -2-  1 2"  3"  1 +"0, *4  " 
/$-    0" ", 
( )






=
l
A
y
vec
, 
( )






=





=
l
A
l
A
v
v
v
V
v
vec
. (4.51) 
"/ /",  1 2"  3"  /+-  " "  0"/ 
$#/ (! "./) /#/, !  
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( ) 1202020D −σ=





σ=σ= PQQ
QQQy
lllA
AlAA
y , (4.52) 
+!" $" 
( )
( )
( ) ( ) ( )( )















=
















=
++++
+
+
+ 11111
11
11111
1
1
uujuu
ukkjk
uj
u
k
QQQ
QQQ
QQQ
Q
Q
Q
Qy
LL
MMM
LL
MMM
LL
L
L
. (4.53) 
#" 
)1( +×ℜ∈ unnkQ ""."-$- $ "  $ " ./",- ")"/" k-" 
)" 0"" /#" /!") [ ]l
 ,  ")"/" nnkj ×ℜ∈Q  " !$- 
$#/ /#/ k−" )" (k = j) ) $#" /#" ./",- 
k–"  j–" )" 0"" /#"/!") [ ]l
 . 20σ  $" ". /" 
$ ". y  $" 0" " *4 $ -5-2-$" ")"/"" /#" 
/!") A   " ".-) /""4 l . v $" " !" "  
0"+ " *4. yQ   P   -  /"2  . !"( 
( " /#  /# "* ! y , " ". AQ  $" (  
/# . Av   ( " /#" AlQ   lAQ  ""."-$- ")#$" ./",- 
Av   lv . 
 )*"4" "0"4 - "* +
 
TLS, "/ !#)/ Euler-
Lagrange-/  -- *  " //-/ (-#$ #5 
( ) [ ]lA vxVlAxkPvvxkv −+−−=Ω T 2,, , (4.54) 
+!" $" k  " Lagrange-1 /-)).  
(""#4"/ (-#$" #5  x , v   k  !3$$-  " "1! - ) 
//-/ (-#$" #5 
0kVkA
x
A
kvx
=−−=
∂
Ω∂
ˆˆ
2
1 T
ˆ
,ˆ,ˆ
, (4.55)
 
[ ] 0kBvQkIIxvQ
v
yy
kvx
=−=−⊗−=
∂
Ω∂
−−
ˆˆ
ˆ
ˆ
ˆˆ
2
1 T1TT1
ˆ
,ˆ,ˆ
nn , (4.56) 
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0vBxAl
k kvx
=−−=
∂
Ω∂
ˆ
ˆ
ˆ
2
1
ˆ
,ˆ,ˆ
, (4.57) 
+!" $" [ ]nn IIxB −⊗= Tˆˆ .  
5 - ) //-/ (-#$" #5 $" -4" . " ".!-) 0 $" 
Hessian /# !-+1 .! (-#$" #5  0"/ "- ".!-) 
1
T Q2
1
−
=
∂
Ω∂
y
vv
, . !"( /#.  
. (4.56) /*"  " ."  #" " ".!-) vˆ , 
kBQ
v
v
v y
l
A
ˆˆ
ˆ
ˆ
ˆ
T
=





= , (4.58) 
a ./ ./"/ - (4.57) #" " Lagrange-1 /-)) kˆ , 
( ) ( )xAlBQBk y ˆˆˆˆ 1T −= −  (4.59)
 
/"/ "
 
kˆ  - (4.58) !3$  " 
( ) ( )
[ ] ( ) ( )
[ ] ( ) ( ) ,ˆˆˆˆ
ˆ
ˆˆˆ
ˆ
ˆˆˆ
ˆ
ˆ
ˆ
1TT
1TT
1TT








−
−
=
−=





=
−
−
−
xAlBQBBQQ
xAlBQBBQQ
xAlBQBBQ
v
v
v
ylllA
yAlAA
yy
l
A
 (4.60)
 
0"4"/ ) (3.17)  .! kVA ˆT  /*"  "   
( ) ( ) AAA vkIIVkkV ˆˆˆˆvecˆ TT ⊗== uu . (4.61)
 
  - (4.55), (4.59)  (4.61), !  " !3$ 
( ) ( ) ( )lxABQBAkVvkIkA yAA −==⊗=− − ˆˆˆˆˆˆˆ 1TTTTT u , (4.62) 
!)"  )"! $"! 3) .. . #"- " /" /!") xˆ   
( )[ ] ( )[ ]=+= −−− lBQBAkVABQBAx yAy 1TTT11TT ˆˆˆˆˆˆ  
( )[ ] ( ) ( )[ ]=+⊗= −−− lBQBAvkIABQBA yAy 1TTT11T ˆˆˆˆˆ uT  (4.63) 
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( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ){ }lBQBAvBQBxAlIABQBA yAyy 1TT1TT11TT ˆˆˆˆˆˆˆ −−−− +−⊗= u . 
  - (4.62) /+-  "   ")"" /)" $"!2" 
( )( ) ( )( ) lBQBVAxABQBVA yAyA 1TTT1TTT ˆˆˆˆˆˆˆ −− +=+ , (4.64) 
0 !! ! !-+2$"+ .. . #"- " /" /!") xˆ  3)
 
( )( ) ( ) ( )( ) lBQBVAVABQBVAx yAAyA 1TT11TT ˆˆˆˆˆˆˆˆ −−− + ++= . (4.65) 
 .2-4" "0"4 "3 $" (/ " )+/ (Fang, 
2011, Snow, 2012): 
1) ( ) ( ) lQAAQAx ll 1T11T0ˆ −−−= ; 
2) [ ]nnii IIxB −⊗=+ T1 ˆˆ  
[ ] ( ) ( )












−⊗





−
=
−
+++ iii
i
i xAlBQBxQQv yAlAAA ˆˆ1
ˆ
ˆ
1T111
 
~
11
ˆ 0vv −= ++ ii
  
 
111 vec +−×
+
=
i
un
i
AA vV
 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) lBQBVAABQBVAx yyAyyA 1111111111ˆ −+++−−++++ +




 +=
TiiTiTiiTii
 
~
11
ˆ 0xx −= ++ ii
 
3)  $" ε<−+ ii xx 1 , 1:ˆ += ixx  2" 54"  2).  

#" "!  (-#$" #5 Ωˆ  /*"  " !3   - 
,ˆˆ
ˆ
1T vQv y−=Ω   (4.66) 
 #" "(""" $ " "/ ..- (4.47). 
( " /#" . #"- /" /!") 
xQ ˆ   " Lagrange-1 
/-)) kQ ˆ  /+-  " !3 )+ ../ (4.48)  (4.49)  
[ ]
11
TT
ˆ
ˆ
ˆ
ˆ
ˆ
−
−






















⊗−
⊗−= A
Ix
IQIxIAQ yx
n
n
nn
, (4.67) 
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






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
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









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−
−
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n
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nn
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IQIxIQ
yx
yk
 (4.68) 
!  " . ( - /#- , /"/ .    4- 
$   (4.58) !3$ 
yky
vVv
vVV
v QBQBQQQ
QQQ
lAl
lAA
l
T
ˆ
T
ˆˆ
ˆ
ˆˆ
ˆ
ˆˆ
=





= . (4.69) 
4.4. WTLS 51"% & +&"# %  ,3 
"(#$ ""* + TLS 3)"/   - )/ . $" - +)5- 3. 
WTLS 3)"/   ( /) - )/ +2"4 /*"  " !"(   
( )
,CCC xZz
xVAvl Al
=
+=+
 (4.70)
 
   1 2/ /!")/ 
( ) ( ) yQl
A
y 20
vec
DD σ=












= . (4.71) 
 )*"4" "0"4 - "* + TLS   - )/ +2"4, "/ 
!#)/ Euler-Lagrange-/  -- *  " //-/ (-#$ #5 
( ) ( ) ( )CCCCCCTC1CCC 22,,, CC xZzkvxVAxlkvQvxkkv lAy −−+−−+=Ω − . (4.72) 
" !" "1! - ) .  #- 2-  - ! 
0kZkVkA
x


kkvx
=+−−=
∂
Ω∂
C
T
C
TT
ˆ
,
ˆ
,ˆ,ˆ
ˆˆˆ
2
1
CCC
, (4.73)
 
0kBvQ
v kkvx
=−=
∂
Ω∂
−
ˆˆ
ˆ
2
1 T
C
1
y
ˆ
,
ˆ
,ˆ,ˆ CCC
, (4.74) 
0vBxAl
9 kkvx
=−−=
∂
Ω∂
CC
ˆ
,
ˆ
,ˆ,ˆ
ˆ
ˆ
ˆ
2
1
CCC
, (4.75) 
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0xZz
k
kkvx
=−=
∂
Ω∂
CCC
ˆ
,
ˆ
,ˆ,ˆ
C
ˆ
2
1
CCC
, (4.76) 
+!" $" [ ]nn IIxB −⊗= ˆˆ . 
" #"4"1 /-)) kˆ - !3$  " . 
( ) ( )xAlBQBk y ˆˆˆˆ 1T −= − , (4.77) 
0 $"    - "- )5"/  )-2$-. 04"/ /-)) kˆ , - 
(4.73) /)" $"!2"  " !3$$-  






=











CC
C
C

C
ˆ
ˆ
ˆˆ
z
n
k
x
0Z
ZN
, (4.78) 
+!" $" ( )( ) ( )
CC
ˆˆˆˆˆ
1TTT
AyA VABQBVAN ++=
−
  ( )( ) ( )C1TTT ˆˆˆˆˆˆ CC xVlBQBVAn AyA ++= − . 
/, -. / /21 $"!2 (Koch, 1999), /*"  " .. #"4" 
" /" . - "*  WTLS   - )/+2"4  
( ) ( )
( ) ( ) 












−−−
−−−+
=
=











=





−
−−
−
−
−
−−−
−
−−−
−
C
1

C
1
C
1
C
1

C
1
C
1

C
1
C

C
11
C
1

C
1
C

C
11
C
1
C

C
C
C
ˆ
ˆˆˆ
ˆˆˆˆˆˆ
ˆˆ
ˆ
ˆ
z
n
ZNZNZZNZ
ZNZZNNZZNZZNN
z
n
0Z
ZN
k
x
 (4.79)
 
 ( ) ( )( )nNZzZNZZnNx ˆˆˆˆˆ:ˆ 1CC1C1CC1C −−−− −+=⇒ . 
) )"  
( ) ( )CC1C1CC1C ˆˆˆˆ:ˆ zxZZNZZNxx −= −−− , (4.80) 
+!" $" xˆ  "0"4" "- )5"+ - "* + WTLS 
  - (4.79) ) (4.80) "0"4" . )" WTLS   - )/ +2"4 
/*"  "  "/  -/. 
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5. !   TLS  

 
	 
 
 / +)5- .  - " 2 /" TLS - "04- 
+"!" 1 .!. &5 1 /" $" !  " *" /"5  
.1 "0"4   !  " .0 -","4"    $"/  -#/. 
 /"- !3 .+ 3)"/ +)" "+" $" . $" /" 
- "* + TLS, !  /" -" $#" /#" 
0"" /#" /!") [ ]lA . 
"04" 3)"/ #"" /" "/$ " (!-/ ")  (/#$" 
 )2  /"/ TLS !  - ."  !!" !"$#$" !,  
- ./   - #5/ !/   "/-, . $"  /"- 
!!/".)" (!-/ ")  (/#$"  )2 . .0" $" -","4" 
  -32$"/  -#/ . /  Gauss-Markov-5"/ /!")-. 
3)"/ (4 0   - 2   !","/ (./""/) 
!/ . $"  /"- (4 0 #)!. - 2 
!"," $" "" 2/ ) " /  "4"/   - 3)"  )* !# 
 2  .#$ 2,  ! $" /"4" ) 2 (""* ) TLS 
 -. 
  / ./ /"/ #" /" /!")  #" 2  
!3$"1 ".-) 0" $"  ! 2: 
1) /"/ !+$-"+ TLS )+/  
2) /"/ "+ Gauss-Helmert-+  -  + - +)5- 
2, $ $"  )-* . " 4" !3$"1 ".-).  
  " .2-" /""  +- $" -  +)   ".-) !3$"1 
 3 "!" 2,  . #"" /" /!")   ".-) 
/""4,   . " !"" ( " /#".  
  )-2$ +)" "+" $"  !!/".)" !-/ " ("/$ ") 
 (/#$" !, ,"  - .  -"," "0"4 !3$" 
Gaus-Markov-5"/ /!")/. 
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5.1. " & ' 
/" +)" "+" $" !   "  !",4"   (!  
 - " 21 2 $ )$)  "  ." (0") - 
"/")" “) " ) ”.    . ! ". $"   57 
" 21 2 () 5.1). 
 " 2" 2" 3$" (0") !",""  - 1.)" .#$" 
(!") /"/ "" 21 +"!" 1 "1  .4"/  
/"! $/41 !.   )+4-  - 3)" #"" ! ( )xy,  .  
n = 57 " 21 2 .1  )# 1,   41 (-) 
(  /# xQ ˆ  !/".$ 11411422 ×=× nn . 
).  -  )-2$" ."/4 ( " /#" 
xQ ˆ    4"+  
(!")/2+ ) -+) -2-4 -  - #"" /" "+" " 
(.$-") ".  3  )-2$ .2-  -  "0"4 /"/ Gauss-
Markov-5"+ /!")   TLS !  WTLS "0"4e. "0"4 $ 
). /+-  "     )"!" 2: 
1) !  
  x  
  
 	 " 
(
)   y   
 	 (), (LS_y, WLS_y).  
-#) /!") .$-" " +)   
iiy yxb =+ . (5.1) 
$# /# (-)  " -./ - 3.) .  /"51  
 ")2 !  !* $ "  $ " . y  !-, !  " 
$# /# x  !   /",- 3" ")#$" ."/-$-. 
2) !  
  y  
  
 	 " 
(
)   x   
 	 () , (LS_x, WLS_x).  
-#) /!") .$-" " +)   
iix xyb
 =+
1
. (5.2) 
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 " $ 5.1. " 2" 2"  " 0" - "/")"  
  “) " ) ” 
61 
 
$# /# (-)  " -./ - 3.) .  /"51  
 ")2 !  !* $ "  $ " . x  !-, !  " 
."/-$" $# /# y  !   /",- 3" ")#$". 
3) !  
 
	
  " ( )',' xy , (LS_transf, 
WLS_transf).  
  (/#$ ! $" .0" #$/ !+   "/ . 
-+ 0
1
0 tan b
−
=ϕ , +!" $" 0b   / "!  "(#$" # 
.$-" ",  !  " x    3)* )   2"/ 
)*$"/ .$-" ", !  
.sincos'
,sincos'
00
00
ϕ−ϕ=
ϕ+ϕ=
iii
iii
yxx
xyy
 (5.3) 
-#) /!") .$-" " ! / 3)  
'''
' iiy yxb =+ . (5.4) 
(  /# ! 'ix  (.  /"51) /*"  " ! 
!3 /"/ .    4- $ , !  
T
ˆˆ
HHQQ x'y = , (5.4) 
+!" $" H , nn 2×  /# 3) 












ϕ−ϕ
ϕ−ϕ
=
00
00
sincos00
00sincos
L
MMMMM
L
H . (5.5) 
  )-2$ 1/ "! 2 , !  ! " / 
n2ˆ IQ x = , 3" 
nIQ 'y =ˆ . (  /# ! 'iy  (".  /"51)  
/",- 3 ")#$ ./",- ! 'ix   'iy  - /  )-2$-  - 
")"", !  /$- (.  " 2" /"") ."/5 -#$  
#"- /" .$-" ".  $ 2 /*"  " !3 "0"4" 
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!"2 /" -+ /"! $/41 !, !  Gauss-
Helmert-+ "+  -. 
4) + 
 - ! 		  	 	! 
 (TLS, WTLS).  
-#) TLS /!") 3) (3.15), !  (4.10), . ""*  
!  "*   )-2$, " ", +!" $" - $" 
[ ]nyy L1 =l  , 






=
nxx L
L
1

11
A , 





=
b
a
x . (5.6) 
 !"(#$ $#" /#" 0"" /#" /!") [ ]lA  
0"  - ) "!" - +)5- 4 (
!"5 4.2.2) +!"  - . ( " 
")"/"" "!  $  $"! 0  $ " ./",- ( 1 
2) 0"" /#" /!")   1  )1 ," $"! 0 
(Mahboub, 2012). 
 #"44- /" "+" " "    b , !  1 /"4"1 
/!"), ! 2" $" /"" - #"! " 21 2 
0".  
-/ "+)"! ".-), .  )-2$ ."/4 $#" /#" 
! " 21 2 0" (""* ), .   2" "0"4 
(/!")), . $" 3") 5.1. ")2" maxd∆   srd∆  "! 5$- 
/ /), !   "2, -!5"4" #"4"" .#$" 2" ! "+" " 
", /""  /). /" $  - !" #"4" - /!")- 
.2-  - 0"4"/ ")#$ 
x
x
y b


ˆ
ˆ
ˆ −= , 
y
y
x b


ˆ
ˆ
ˆ −= , 
x
y b
b
ˆ
1
ˆ
= , 
y
x b
b
ˆ
1
ˆ
=  . (5.7) 
 41"  !!" !"$#$" ."!""  - /"/ .    4- 
$ . 
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1" 5.1. 
#"" /"  ."5 2  "+" " " ."/- 
 4"/ $#" /#" ! 2 
!") 
yˆ  xˆ  ybˆ  xbˆ  
maxd  
[mm] 
srd  
[mm] yaˆσ  
[mm] 
xaˆ
σ
 
[mm] ybˆσ  xbˆσ  
LS_y 
−4E−10 3E−11 13.3801488 0.0747376 
31.002 8.350 
19.902 1.487 0.0031513 0.0000176 
LS_x 
−4E−10 3E−11 13.3801896 0.0747374 
31.002 8.351 
19.902 1.487 0.0031514 0.0000176 
LS_x_transf 
−4E-10 3E−11 13.3801894 0.0747374 
31.002 8.351 
19.902 1.487 0.0031514 0.0000176 
TLS - GHM 
−4E-10 3E−11 13.3801894 0.0747374 
31.002 8.351 
19.902 1.487 0.0031514 0.0000176 
  - ".-) .1 - 3") 5.1 /*"  " .5-2, !  " .  )-2$ 
."/4 $   $  " 21 2,   ! 
"!"1 /!") /*" /" !$"! - "0. 	)+ .) - #" 
"(#$" # ybˆ , xbˆ  .$-" ("+" ") "  )"!# $" 
"0  )3$" - )5"  /!") LS_y 3./ ! $" # "+" " " 
3). #- y  ". 
 $", ,", .)+ .0  -  !!" !"$#$" #" 
yaˆ
σ , 
ybˆ
σ
 .2$ "" - ! -  " "" "!  
xaˆ
σ , 
xbˆ
σ .  "! + 
."5 )" (4 maxd   srd  /$- 2 !"2" "!  
.  " )." /!")" ("0"4). 

#" 2 , !   !!1 !"$#$ #"4"1 /" TLS 
/!") .0" $" /"/ (/-)e (3.34).  3") 5.2 . $" 
-","4"   #"/  !!1 !"$#$   -  /1 .. 
(3.14), (Kupferer, 2005)  (3.33), (Schaffrin, 2006)   .. (2.44) !  
")"+ Gauss-Helmert-+ /!").  
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1" 5.2. "! ). #"" 2  /" "+" " " 
    ."/4"/ $#" /#" ! 2 
!! 
!"$#$ 
Schaffrin, (2006) Kupferer, (2005) GHM .. (3.14) 
yaˆ
σ
 [mm] 6.811 20.122 19.902 19.902 
ybˆ
σ
 
0.0034950 0.0031522 0.0031514 0.0031514 
. 3")" 5.2 /*"  " /" !  " ../ (3.14) !3$$- #"" 
 !!1 !"$#$ /" "+" " " !"2" "! / $" 
 )"!" . ")"+ Gauss-Helmert-+ /!"), !  .. (2.44). 
 /"-  - 2   )" 5.1 ).  - "0"4 (/!")) $ 
-2-$- (!")/2 ) -) $ "  /",- 3" $ " 
! 2. !!" !"$#$"  - 2   )" 5.1 ")"  -  " 
-  - 0.471 mm − 1.676 mm  y     0.697 mm − 4.344 mm  x  . 
"0"4 WLS_y  LS_x !.-/")  - ."/4" $   $  
. x, !  y !-, " ",  /"- Gauss-Markov-5"+ /!"). 
"0"4 WLS_x_transf !.-/") $" ," /"- Gauss-Markov-5"+ 
/!") ) -./4" - 3. $   $  .  " !",  
"1!   2 ("0"4" 3). 
"0"4" WTLS – GHM !.-/") $" /"- "* + -+ /"! 
$/41 !   -/ $#/ /#/  / - +)5- 4, 
  /"- ")"+ GHM,  + - +)5- 2. 
3./ !  - 
".-)  !  - !"2 .  -  $"! "0"4". 
-/ "+)"! ".-) . $" - 3") 5.3, +!"  - /" $  - 
#"4" !" .2- 0"4"/ ")#$ (5.7), !  - 41" 
 !!" !"$#$" !3$"" /"/ .    4- $ . 
  - ".-) .1 - 3") 5.3 /*"  " .5-2 !  - "0"4 
WLS_x_transf  WTLS – GHM /",- 3  +)  (!  2  2-4) 
!  " "0"4 WLS_y  WLS_x .2$ .)-$-.  
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1" 5.3. 
#"" /"  ."5 2  "+" " " 
   -2-4"/ $#" /#" ! 2 
!") 
yˆ  xˆ  ybˆ  xbˆ  
maxd  
[mm] 
srd  
[mm] yaˆσ  
[mm] 
xaˆ
σ
 
[mm] ybˆσ  xbˆσ  
WLS_y 
−24.725 1.848 13.3818013 0.0747284 
31.886 8.555 
82.517 6.166 0.0052591 0.0000294 
WLS_x 
−93.766 7.013 13.3711590 0.0747878 
43.370 9.973 
46.550 3.481 0.0040022 0.0000224 
WLS_x_transf 
−91.766 6.863 13.3712655 0.0747872 
43.683 10.078 
47.650 3.564 0.0041947 0.0000235 
WTLS - GHM 
−91.766 6.863 13.3712660 0.0747872 
43.683 10.078 
47.640 3.563 0.0042062 0.0000235 
“	5” ."5 )" (4 maxd   srd , .  "0"4, ".-)  - 
!")/2+ ."/4 !  2   ")   ".-) /""4 
, "/ /", " /+-  "  / 3$"/. 

#" 2 , !   !!1 !"$#$ #"4"1 /" WTLS 
/!") .0" $" /"/ (/-)e (4.67),  2"/- $" !3$" - 
 +)     " !"/ #"/ !3$"1   - .. (2.44) 
!  ")"+ Gauss-Helmert-+ /!").  
5.2. 	# %- " &7%/ ' &" ,&  
!") " $"!2" !!/".)"  (/#$"  )2  +) " 
yc = ty + yo p − xo q, 
x
c
 = tx + x
o
 p + yo q,  (5.8) 
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+!"  - (yo, xo) !" - ./ !/   "/-  (yc, xc) !" - 
#5/ !/   "/-. /" ty, tx, p  q #"4-$-  "   -  - 
!"21 2 !  2 2$"  - !" ." - 3 ! 
  "/. 
  - 3  - ! ".-) /""4  #"44, "/ /"  )-2$" 
")2", -32$" 2 #"" /"  (/#$" (/" Gauss-
Markov-4"+ /!")) !.-/" !  " !" - #5/ !/ 
  "/- (yc, xc) "$-  /""4 ( " ) .)2" 2 ) !  " 
!" - ./ !/ (yo, xo)   "/- 32 "$-  
 ", !    "(#$" /#" /!") A . 
 / /"-   )+4-  - 3)" 25 2  /2" +"!" " /"*" 
1!")"" “"!” () 5.2.) . $"  - !","" !" - !" /"" 
"1"  .0" #" 41" 2 ,  !  - 3)"  )*" 
 !!" !"$#$" !"  a" 2" - 3" /"" "1". "  $" 
#" /"  (/#$"  )2  ./",- !" /"" "1" Gauss-
Markov-5"/ /!")/ (LS, WLS)  +!"  -  / !" - #5/ 
!/   "/- ""   )-2$" ")2"  "* / -/ 
/"!/ $/41 ! (TLS, WTLS), +!"  - -2-" " +-   1 
! $" -2" -$- - -- #"" /"  (/#$".  /" 
 - 14 2 - $""  !"2" 2" (2" . #"- /" 
 (/#$") !  - 11 2 ""  "!"2" !   4/ $" 
0" -","4" ".-). 
 O3./ ! $" "2   /2$ /"* - $$  - -  $ "1 !" 
2 !",""   - "" 21 /""4,  / /"/ "1)+$/  
 -#/  ,"  -  $ +"/"$,   - !" 2 - ./  
#5/ !/   "/- /)" 2   + "! ")2".   - - 
./ !/   "/-,  !"2/ 2/, . y !- 
 !!" !"$#$" 3)" -  - 1.395 mm − 2.776 mm, !  1.247 mm − 
2.893 mm . x !-.  #5/ !/   "/- " !"" 
"!  1 ")2  - 3)" 0.940 mm − 1.920 mm . yc !-  0.782 
mm − 1.893 mm, . xc !-. 
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" $ 5.2.   .#$ 2  /2" +"!" " /"*" 1!")"" 
  “"!” 

3./ ! "/ /",- 3" ")#$" ./",-  - 2  TLS #" 
/"  (/#$" 0" $"  - Shen  !., (2011). # 
/!")  " ".-) /""4 . !!/".)-  (/#$- 
 )2  +) " 
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























−
−
=



1

1

1

1
10
01
10
01
nn
nn
yx
xy
yx
xy
MMMMA , 
















=
c
c
c
1
c
1
n
n
x
y
x
y
Ml , 












=
q
p
t
t
x
y
x . (5.9) 
)2  - /"- .$-" ("+" ") " ).  - ! 
 )-2$.   )-2$ (!  2"  - +"!" $  ) !.-/" ."/4" 
!  2   ")   #" !  - ./ (yo, xo) 
  - #5/ !/   "/- (yc, xc). -+  )-2$ !.-/" $" 
!")/2 ) - -2-4" (-./4" - 3.) !  2  
! -5-2"1 -  - #"" /"  (/#$". 
-/ . #" /"  (/#$"   "!  ! -4, 
!  )*$1 .)  (/ 1 !  411 .1 
"! , - #5/ !/   "/- ."  - - 3")/ 5.4  5.5. 
1" 5.4. 
#"" /" !!/".)"  (/#$"  )2    
 #" 2  .  )-2$ ."/4 $  ! 2 
/" 
LS TLS − GHM 
"!  
!! 
!"$#$ "!  
!! 
!"$#$ 
yt  0.0291 m 0.0489 mm 0.0291 m 0.0489 mm 
xt  0.0351 m 0.0489 mm 0.0351 m 0.0489 mm 
p
 
−1.986E−06 2.208E−06 −1.986E−06 2.208E−06 
q
 4.429E−07 2.208E−06 4.429E−07 2.208E−06 
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1" 5.5.  "!  " +)    !"2/  "!"2/ 2/ 
.  )-2$ ."/4 $  ! 2 
!") 
!"2" 2" "!"2" 2" 
maxd  
[mm] 
srd  
[mm] 
maxd  
[mm] 
srd  
[mm] 
LS 20.688 7.327 22.537 6.032 
TLS − GHM 10.344 3.664 22.537 6.032 
. 3")" 5.4 /*"  " !" ! .  )-2$ ."/4 !  2   
")   ! /" LS !  TLS "/ -#$   #"- 
/"  (/#$"    #"- 41" 2 . /"/ 3 
 - !3"  " !"2" "! . "! "(" /*"  " !"  
"! / ! -4  (/ 1  .1 ! !"21 
2 (3") 5.5). /"/ TLS,  ! -4 3" !-) /4,  
 )"!# 24"#" !, - /  )-2$-, "  " 2-$-  . !" 
- #5/ !/   "/-   . !" - ./ !/ 
  "/-,  " 41" "!  3 ! - /4". 9  " 2" "!"21 
2, /"/ 3  - !3"  " !"2" "!   (/ 1 
!. 

#"" /"  (/#$" -2-4"/ !  2  ! 
- #5/ !/   "/- (WLS)   -2-4"/ !  2  
- 3 !   "/ (WTLS) ."  - - 3") 5.6, !  - )*$ 
! -4  !"2/  "!"2/ 2/, /"/ 1  -, 
. - 3") 5.7. . 3")" 5.6 /+-  " -2 .)" #" /" 
 (/#$" !3$"" /"/ ! "!"  -.   $" !  " 
/"/ WTLS !3$$- 3$"$" #"" /"  (/#$" 
3./ !  " -2-$- " +-   1 /""1 ")2 $" -2" -$- - 
 -- #" /"  (/#$". 
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1" 5.6. 
#"" /" !!/".)"  (/#$"  )2    
 #"   2  .  )-2$ -2-4 $  ! 2 
/" 
WLS WTLS − GHM 
"!  
!! 
!"$#$ "!  
!! 
!"$#$ 
yt  0.0368 m 49.759 mm 0.0370 m 50.667 mm 
xt  0.0369 m 0.469 mm 0.0387 m 45.741 mm 
p
 
−2.168E−06 2.046E−06 −2.256E−06 2.020E−06 
q
 7.396E−07 2.268E−06 7.325E−07 2.322E−06 
1" 5.7. "!  " +)    !"2/  "!"2/ 2/  
  .  )-2$ -2-4 $  ! 2 
!") 
!"2" 2" "!"2" 2" 
maxd  
[mm] 
srd  
[mm] 
maxd  
[mm] 
srd  
[mm] 
WLS 0.0203 0.0074 0.0227 0.0061 
WTLS − GHM 0.0065 0.0025 0.0223 0.0059 
. 1" 5.7. /*"  " /" !  - ! -4  !"2/ 2/ 
!3$"   - /"" WTLS .2$ /4 - ","4-    / !3$"/ 
  - Gauss-Markov-5"+ /!") !  -  "!"2/ 2/, . $ 
 )-2$ "(" /"" WTLS .2$ /4, 0 $"  )"!# 2  " 
2  ! - ./  #5/ !/   "/-. 
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5.3.  #3 5#6  / "   &$+5 ,$ & 
 %- " % 5- / '% 8 % & ,$ % 
"&&$ % &$ 3% 
/" Gauss-Markov-5"+ /!") (LS), -  )-2$- (4   - 2 - 
 - )$  0 !-++ "!, $" /+-.  /  )-2$"/ 
/+- $" $"! /" ")"+ Gauss-Helmert-+ /!") (GHM) ) 
-+ /"! $/41 ! (TLS, WTLS). 
  )-2$ . $"  
/"- (4 0 #)!   - 2 -  - 2$"  - .#$" 
( )zyx ,,  !","" "" 2/ ) " /  "4"/. 
"!2" #)!   .5/ )*$"/  " -  - /+-  " 
"!  $"!2/ 
222 RBA =+ , (5.10) 
+!"  - A , B  +) " $ (/$- 3.- #)!  R  4"+ 
)-"2. 
)  " !"! .#$ 2"  0 #)! !/".)/
( )zyx ,,  !  " " A   B  /+- !3  
( ) ( ) θ−+θ−−= cossin 00 yyxxA iii , (5.11) 
( ) ( ) ( ) φ−+φθ−−φθ−−= cossinsinsincos 000 zzyyxxB iiii , (5.12) 
+!"  - ( )000 ,, zyx  !" #" 3." #)!, φ  -+ 4"+" +-  - 
! - yx,    θ  -+ #$" - ! -  x   - () 5.3). 
"/ /", (-#) /!") - "* + TLS $" 3) 
( )xVAvw Aw +=+ , (5.13) 
+!" $" 
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
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













φ
θ=
R
y
x
0
0
x , 
 
" $ 5.3. )*$  " #)! - ( )zyx ,,  !/   "/- 
,
222
222
222222
222222
0
0
1
1
1
1
00
1
00
1
1
1
1
0
1
1
0
1
1
0
1
1
0
1
1









φ∂
∂
+φ∂
∂
φ∂
∂
+φ∂
∂










θ∂
∂
+
θ∂
∂
∂
∂
+
∂
∂
∂
∂
+
∂
∂
θ∂
∂
+
θ∂
∂
∂
∂
+
∂
∂
∂
∂
+
∂
∂
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R
B
B
A
A
R
B
B
AA
B
B
A
A
y
B
B
y
AA
x
B
B
x
A
A
B
B
AA
y
B
B
y
AA
x
B
B
x
AA
n
n
n
n
n
n
n
n
n
nn
n
n
n
n
MM
MMMA
,  
$# /# 0"" /#" /!") [ ]wA  / .+)"! 
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















=
TTTTTT
TTTTTT
TTTTTT
BBQHBQHBQHBQHBQHBQ
BQHHQHHQHHQHHQHHQH
BQHHQHHQHHQHHQHHQH
Q
lA5lA4lA3lA2lA1l
lA5A5lA5A4lA5A3lA5A2lA5A1lA5
lA1A5lA1A4lA1A3lA1A2lA1A1lA1
y
MMMMMM
, 
+!"  - /#" AiH  3) 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
















∂
∂
∂
∂
∂
∂
∂
∂
∂
∂
∂
∂
=
nnn z
n,i
y
n,i
x
n,i
z
,i
y
,i
x
,i
AAA0
0AAA
H Ai O
111
111
, 
! $" 3$" /# $"!2" #)!  !/ " 21 
2 B  3) 
.
222220
022222
1
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1
1
1
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
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∂
∂
∂
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
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

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


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∂
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∂
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x
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O
O
0
0
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4" 0 #)! /"/ TLS .0" $"   -- ! 2402 2" 
2$"  - !/".)" .#$" !3$"" "" 2/ ) " / 
 "4"/ 4 &" "+ " ! +  2- - 	"+!-, $ 
/ 3) #)!. &5 $" 3 !  " !"! -+ +-   " 4 - ! - 
 1.)-  yx, .  .#$ 1 2 . $"  )# 5.4. 

3./ !  - 3)"  )*" (/#$  $ /  $ / 
. !" 2, (4" $" .0" ) 2/ (""* /) TLS. 
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" $ 5.4.  .#$ 2  ( ! 4 &" "+ "  
 ! +  2- 
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!"  " 2"  0 4 /+-)"  - (/4" $"!" 
$"!2"   5 ".1 /" φθ,,, 00 yx  R . " ! 3." 
#)! 0z  $" (  ! 3  " .3"+)  )3 - )5"    "/, 3./ 
! $" 4 3)* "). 

#"4" /" )*$ #)! -  -   - TLS /!") - / 
!-   "!  !3$"" /"#$)/  ("/ Leica Geomagic, 
.  - - 3") 5.8. 
1" 5.8. /" .$-"+ #)! 4 &" "+ "  
   ! +  
!") 
!" 3." #)! 
θ 
θσˆ  
φ 
φσˆ  
R
 
Rσˆ  
[m] 
0x  
0
ˆ
xσ  
[m] 
0y  
0
ˆ yσ  
[m] 
0z  
 
[m] 
TLS − GHM 
29.346 5.564 40.568 50º31’22” 88º33’59” 4.481 
0.0006 0.0005 
− 
175.2” 4.9” 0.0002 
Geomagic 29.356 5.552 40.568 50º27’57” 88º35’45” 4.482 
 "2 "!  !"(/#$" - ! -  .$- #)! .  
0.012 m, ! $" / /) "!  0.104 m.  )# 5.5. . $" 
   "! "!  !"(/#$  /)  .$- 
#)!, +!"  " ! !  - !"(/#$" ""  "!  . -5"" - !4"/ 
!")- 0 -.-$" "  /  +44" "+  !"(/#$- 3). 
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" $ 5.5.     "! !"(/#$ 4 &" "+ "  
 ! +  2- - ! -  .$- #)! 
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6. (
:!   
 - ! " "."  *"  -  . .)2 /!") -+ 
/"! $/41 ! (TLS)  . /" 41+ 0"4 - 
"04- .)21 +"!" 1 .!. 
 $" $/ -+ /"! $/41 ! - /"/2/ ! #)/ 
  " 0" !  !"#"$" (Golub  Van Loan, 1980),  4"+ /"  
.$ /!") - "04- +"!" 1 3)"/ ") $" $"+ !-/,   
")/ 3$"/ -3)#$  - "/-  - -2/ 2  /   . 
.!- ! 1 ! "#$ (Kupferer, 2005, Fang, 2011, Snow, 2012). 

  !"$ +  - $" !  " 3-1"   !$- 2 
!"0-  " /"" " +-   -" - #" - /"/2+ 
/!")4.   , "2 $"  "04- ")"1 /"/21 /!"), 
!    -#$ ! /""" ")2" $" /+-" " )# .. - 
(-#$ /" /!") " $"  ". ! /)# - ")"$ (/. 
",-/, ")" /!")  -  - - +"!" / /"/ $0 ! 
2" 0)+ " (Helmert, 1907) . " Gauss-Helmet-  -. 
3+ + " - (Neitzel  Petrovic, 2008, Neitzel, 2010) TLS "  /$- 
/  -/ #"" /" /!") "  "#$)/  )-2$"/, !  
!-+2$/ (/-)#$/ "04 ")"1 /"/21 /!") - ! - 
 Gauss-Helmet- "  -.  
 !-+"  ", Gauss-Helmet- "  - /*" 3 ".+! . 
-4", !    -  "3 “./"” $" /+- ! "+"#$  
+"0/ "0"4- -)  ", ./",-  -#" 1 #$,  !+$- 
2 " .0 *-4" /# /!") A   B    " 
". "  w .
 
  $" -. Pope, (1972)  ! "-"  !  ", - Gauss-Helmet-/ 
/!")-, )  "!" "  -, !   !  ", ./",- 
"#$, .0 !" *-4" /# /!") A   B , " 
". "  w , " #" ("!#$) /" /!") x   
" /""1  ")2 l .   , -)  "  !+$- 2 .3"+- 
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“./"”  $" $" -. Pope, (1972)   TLS 3)"/ /*"  " "0 Gauss-
Helmet-/ "/  -/  / - +)5- 2, 3". 1 
+2"4 - +)"!- $#" /#" ".-) /""4. "/ /", 
Gauss-Helmet-  - /*"  " ,"  / "0"4"/ . #"- /" 
- EIV /!")/.  
- /"! $/41 ! TLS (WTLS),   !-+"  ",  /  " 
!"$/  -/  #"44- /" - EIV /!")/ $" " 
.1" ( / - )+/- Shen  !., 2010)  .2-4" 2) /#" 
/!") A  -  $ ! "#$. ",-/, ! TLS (WTLS) -, "1! 
$" .2-4" $#" /#" AQ , !/".$ nunu×    - 
$#" /#" ".-) /""4, /"/ .    4- 
$ , $ /*" 3 )2 ")1 !/".$   // / ".+! 
. -4". 
  $/ 2"#/ TLS 3)"/ $" "0 !"/.#$/ 0"" /#" 
/!")   +-)" "!  (SVD) ) $"  -+)/ /"5  
1/ "! 2  )-2$ ( )-2$ $"!1 "*), !  " -2- ) " 
-2- ! $ ", .)2- 2    ")#$- ./",- 
".-) /""4- - /"/2/ /!")-. ,", "  $ "0"4" /"/ 
SVD . TLS   - )/ ./",- /" /!"). 
3+ +  -, - $" "/",  "  -$ "0"4 /"!/ Lagrange-o1 
/-)) $/  " /*" -." - 3. 2  - $# /# 
0"" /#" /!"), 3". -,"4 1 "   4"$ 
 --.  
,", "! $)"  - (/-)" . !+$-- #"- 2  !3$"1 
".-), !  ( 1 /# " #" /" /!") xˆ   
  " #" /""1 ")2 lˆ . 
 - " ! " ! "#$" -)*" $"  !  " !$- (/-)" . 
2-4" $#1 (( 1) /#  #"4"1 /" xˆ
/!")    ".-) /""4 lv    2) /#" /!") AV . 
  )-2$ ) 2+ (""* +) TLS, . 2-4" ( " /#" xQ ˆ  
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#" /" /!") xˆ  "!)*"" $" (/-) (3.34), !  - . 2-4" 
( " /#" 
lv
Q
ˆ
 #"4"+ "  ".-) /""4 vˆ   
( " /#" 
AV
Q
ˆ
, 2) /#" /!") A  "!)*"" (/-)" 
(3.35). 
  )-2$ .1 ( " /#" " ".-) /""4 lQ    
( " /#" 2) /#" /!") AQ , ) ! -  () 
."/4) /",- 3" ")#$" "!)*""  - (/-)" (4.48)−(4.50). 
  $-, . $0$  )-2$ .1 ( 1 /# lQ   AQ    
/",- 3" ")#" /#" l
Q , "!)*""  - (/-)"  (4.67)−(4.69). 

#" 2    - "!)*"1 (/-), . .2-4" ( 1 
/# xQ ˆ , lvQ ˆ   AVQ ˆ , - -$ $"  +)     " !"/ 
".-)/ .2-4 ( 1 /# . /"- !#)+ 
Gauss-Helmet-+ "+  -. 
 -/"2/ /"/, . $" ! $" . 1/ "! 2  )-2$ ( )-2$ 
$"!1 "*) /+-" !$"! - "0   Gauss-Markov-5" /!") 
(LS) +!" +! ! 3)"/  !.5 (/" .$-" "  
!!/".)"  (/#$"  )2 ).   "  )"  )-2$"" EIV 
/!"), /*"  "   !$- TLS (WTLS)  - ) ")" 
GHM /!"). )  " "  "!-, 3  - !" !"2" 
".-)",  . #"- /" /!"),   . #"- 2 . 
9  " 2" "- . !5"  *4",  "  "   !$ - #- 
 *4 -/"2" "(     /+-  /.#$" )+/ 
.$"1 "1  -,  3  " )0" -) ")/ 
)2/ ! $" -!"  "/"" /"" "1". 
3./ ! $" "2  
") /  -#/, 0 .// -  "/"$ )"-, 
/*"  "   2" 41 !5 .$. 
,", "3 $" !5" - 04"  - #"" 2   -.!  
  "   +-3" +"0".  
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